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راعينا في هذا اللخطوط ما یحتاج )42 طلاب الجامعات بکلیات العلوم والتربية والهندسة 
والزراعة واحتیاجات ابلعاهد العلیا عند اعدادهم لدراسة فروع الریاضیات الختلفة والعلوم 
التطبيقية بصفة dele‏ ودعمنا الکتاب بعدد هائل من الأمثلة المحلولة المباشرة وغبر اطباشرة 
وا متدرجة تدرجا Lähi‏ ابتداء من التباینات والدوال وصولا إلى ا مشتقة تعریفا وتطبیقا ثم 
القواعد الأساسية لحسبان التفاضل وتطبیقاته في رسم النحنیات معقدة وضمناه کثیرا من 
التطبیقات مثل تطبیقات القیم القصوىء» وتطبیقات اقتصادية واجتماعية وعلوم حياة وتطبیقات في 
الدینامیکا والهندسة ثم تعرضنا للتقریب الخطي والتفاضلات وطريقة نیوتن - رافسون لایجاد 
الحلول التقريبية للمعادلات. 

وکان هدفنا من هذا التدرج المنطقي هو Ollis slo‏ رياضاتية У‏ تجد صعوبة عند دراسة 
الفروع الأخرى للریاضیات البحتة والتطبيقية وا مقررات الهندسية والفيزيائية أو الزراعية التقدمة. 

إن احتواء المخطوط على کم كبير من الأمثلة اممحلولة وحشد ضخم من التمارین والحاق 
المخطوط بمجموعة كبيرة من التمارین العامة وأجوبتها هکن الدارس أن يثق بمستوى تحصیله 
واستیعابه. 

وق الوقت الذي نتمنی من الله عز وجل أن نکون قد وفقنا فیما نرمي )44 من الاستجابة 
لطلبات الطلاب الأعزاء الراغبین في العلم وا معرفة ومن إثراء 4251 العربية بکتب منهجية 
موضوعية ومرجعية بالغة ЦЭВ «До уя]‏ نرحب بکل ملاحظة أو اقتراح أو نقد بناء من قاری حریص 
على تصحیح الخطأ. فجل من لا پسهی والعلم أخذ وعطاء. 

و الله ولي التوفيق»» 
4754 


د.آحمد محمد عبد التعال 


4445 إلى الطالب عن آهمية الحسبان: 

الحسبان هو من آهم العلوم التي ابتدعها العقل آلرياضياتي» فهو یجمع بين الأفكار التحليلية 
والأفكار الهندسية لتکوین آدوات قوية لحل مسائل هامة وتطویر مبادئ ذات طابع آساسي هام في 
الریاضیات. 

اخترع الحسبان Š‏ القرن السابع عشر لدراسة مسائل في ele‏ الحرکة. فقد كنا نستخدم الجبر 
وحساب امثلثات في دراسة الأجسام التحركة بسرعات منتظمة في خط مستقیم أو داثرق. إلى أن jl‏ 
الحسبان لیتغلب |ذا ما كانت السرعات متغبرة أو المسار غير منتظم. فالوصف الدقیق للحركة یحتاج 
تعریفات 4235 للسرعة (معدل تغير الازاحة بالنسبة للزمن) والعجلة (معدل 556 السرعة بالنسبة 
للزمن). ونحصل على هذه التعریفات باستعمال احد المبادئ الأساسية للحسبان ألا وهی اطشتقة. 

وبالرغم من أن الحسبان قد نشا لحل مسائل Š‏ الفیزیاء الا أنه قد أصبحت كثير من العلوم 
الختلفة تستخدم ما للحسبان من قوة ومقدرة على تطویعه لدراسة مختلف الظواهر. إن 
التطبیقات الحديثة Š‏ للحسبان تشمل دراسة معدلات النمو السكاني» معرفة مقدمة لمخارج 
التفاعلات الكيميائية. قياس التغیرات اللحظية في التبار الكهري» وصف سلوك الجسیمات الذرية 
استکشاف العوارض الجانبية للعلاج بالاشعاع حسابات الارباح والخسائر الاقتصادية» فحص نواتج 
تآكل طبقات الأوزون» وتحلیل الذبذبات في المنظومات «АӘБ‏ ودراسة الشبکات الکهربية. 

ویستعمل الحسبان آیضا في مسائل القیم القصوی مثل صناعة صندوق بأقل تکالیف ممكنة 
وبحجم معلوم. أو حساب آقصی مسافة كن أن بتحرکها صاروخ» والحصول على الحد الأقصى 
للانسیاب الآمن للمرور على كبري طويلء وتعيين عدد الابیار الواجب حفرها في حقل Чә‏ 
للحصول على آعلی كفاءة aeta]‏ ایجاد موضع بين منبعي ضوء یکون عنده شدة الاستضاءة اکبر ما 
يمكنء الحصول على اکبر عائد СУ‏ معين. 


39 الریاضیات غالبا ما نستخدم الشتقات لایجاد ا مماسات للمنحنیات وتحلیل بیان الدوال 
العقدة. 

ویعرف الاشتقاق بعملیات نهایات» ولذلك فان مصطلح النهاية هو الفكرة الأساسية التي 
Цай‏ الحسبان عن الریاضیات الأولية. هذا وقد اكتشف کل من السبر إسحاق نیوتن )1642-1727( 
و ویلیام جوتفرید لیبنز )1646-1716( JS‏ مستقلا عن الآخر Jas JI‏ بين الشتقات والتکامل ویرجع 
لهما اختراع الحسبان. وقد آضاف الکثبر من علماء الریاضیات إضافات عظيمة Š‏ السنوات 350 
الأخيرة. 

والتطبيقات التي نوهنا إليها هنا لا تمثل إلا القليل من الكثير الذي سنتعرض إليه في هذا 
المخطوط. 

ولا نستطيع بطبيعة الحال مناقشة كل استخدامات الحسبان والكثير الذي يظهر مع التقدم 
التكنولوجي ا متصارع. فمهما كان مجال اهتمامك. فسوف تجد أن الحسبان مستخدماء سواء في 
بحث رياضي بحت أو بحث تطبيقي. 

وقد تكتشف بنفسك تطبيقا جديدا لهذا الفرع من فروع العرفة. 


د. أحمد محمد عبد المتعال 
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الباب الأول 
اطتبایناث والدوال 
بند 1-1: المتباينات 


إن جمیع مبادئ الحسبان مبنية على خواص مجموعة الاعداد الحقيقية ۸. هناك تناظر آحادي بين 
R‏ وبين نقط واقعة على خط الاعداد ) خط الاعداد الحقيقية ) كما هو موضح في شکل )1( 





| - 1.5- 
ui‏ اویه раа‏ – چو ات كه 


0 
| 
| 
| 


(1) Жэ 


شكل النقطة 0 نقطة الأصل وتناظر العدد 0 ( صفر )ء وهو لیس موجباً ولا سالباً. ویسمی العدد 
الحقيقي الصاحب لنقطة على خط الأعداد إحدائي النقطة. 

]15 کان b , a‏ عددین حقيقيين فان a» b‏ ( 2 أكبر من (b‏ إذا كان a-b‏ موجباً. وهاثل ذلك )b «a‏ 
b‏ آصغر من a‏ ). ومن ثم نلاحظ أن a > b‏ إذاً وفقط 13 كانت النقطة A‏ المناظرة للعدد а‏ تقع إلى 
اليمين بالنسبة للنقطة B‏ المناظرة للعدد b‏ ومن الرموز الأخرى اللستخدمة مع التباینات q € b‏ 
وتعني a > b‏ أو a =b‏ وکذلك © > a «b‏ وتعني أن ا > ۵ > . 
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ولذلك نستطيع أن نكتب على سبيل التوضيح 2 <5. 2- > 4 -., 0< (-3Y‏ 
b^ <0‏ 
ومن السهل إثبات Ао‏ ما يلي للأعداد الحقيقية ba‏ ». 

1( إذا كان ا < ۰ < د فان ء < 2 

2( إذا كان ط < ه. فان + 6 < a+c‏ 

3( إذا كان ط ده فان » - 9 < a-c‏ 

ac < bc فان‎ logo cia» کان طا‎ 15) (4 

5( إذا كان b‏ < ه,ء LU‏ فان ac > bc‏ 
ویستطیع القارئ كتابة العلاقات اممناظرة إذا ماکانت a > b‏ ونرمز للقيمة الطلقة للعدد الحقيقي 
а‏ بالرمز |10 وهکن تعریفها على النحو التالی: 

0 > 0 ,0 
а=‏ 
—a,a«0‏ 
وتعتبر |0( عن المسافة بين النقطة A‏ وبين نقطة الأصل O‏ ولذلك فان السافة بين BA‏ هي 
a-b‏ نو  -5 a‏ 1-3-3 0-0 ل 42-1-|1-42 
1- چر |-1+д=‏ 


€ 














عندما نکتب Ala)‏ تعني أن النقطة A‏ احدائیتها هو a‏ 6 يمثل بعد ۸ عن نقطة الأصل. 
البعد بين النقطتين )2 B(7) . A(—‏ هو 

а-5‏ = ورك 

=|-2-7]| 

-|-9 29 


إن البعدین ВА‏ أو اللسافة بين |A — b| SÍ B «A‏ هو оде‏ الوحدات بين .B,A‏ وکذلك 





6 هو 
عدد الوحدات بين نقطة A‏ ونقطة الأصل .O‏ وأهم خواص القیم الطلقة هي بفرض )0 2 (b‏ 
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- 8 > © > si إذا وفقط‎ || «ba 
a > -8 ط < © أو‎ ssi إذا وفقط‎ la < b e 
أو 8- ح ي‎ © = 6 ssi ذا وفقط‎ a =b G 

-3«а«3 ш |а| «3 فعندما نکتب‎ 

> 22 4 تعني 2 < 4 أو 2- > © 





تعریف : ال متباينة x Š‏ هي تعبیر رياضي يحتوي على الأقل واحد من الرموز > <> , 2 Jia‏ 
x 2xix Тея‏ <1- 3ے —5<2x+1<10‏ 

وعندما یقالء حل المتباينة پشبه نظیره في المعادلات. فكلمة حل المعادلة تعني إيجاد القیم المکنة 

لجذور المعادلة» أما حل التباينة يعنى ايجاد مجموعة قيم المجهول X‏ التي تحقق المتباينة 

وغالباً ما نستخدم الفنرات intervals‏ فنستعمل الترمیز ix: M ١‏ حيث يستخدم الفضاء الذي 

بعد الشارحة لوصف القیود على المتغير 2۶ . 

sasana upas ہس‎ Seb oca uiis БИ АСВ) 

الحقيقية الأکبر من أو تساوي 4 ولكنها أصغر من . 

وطريقة الرمیز ЦЭЦ‏ لهذه الجموعة хээ‏ الفترات هي [а, Б)‏ القوس | یستخدم عندما 

پوجد sut‏ | عا > ولذا حذفت آو = نستعمل ) ول 


їх:25х55|-12,51-» فترة مغلقة‎ 
їх:-25х551-1-2,5)-» aus فترة نصف‎ 
ix:--1«x€3] 2 (-13] 2 aus فترة نصف‎ 
їх:7«х«11-(711)-» ауз 
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وعموماً аа (a, b)‏ مفتوحة. [a,b]‏ فترة مغلقة, وکل من [a; b)‏ و or (a, b]‏ 
مغلقة. إذا كان أي من ۰0 D‏ هو 00 ± يقال أن الفترة لانهائية (غير منتهیة) أو تسمی شعاع 


مثل .[a,co)‏ )00,00 —( ومکذا. والجدول يوضح مختلف فترات الأعداد الحقيقية والترمیز 


ا مناظر وبیاناتها على خط الاحداثیات (خط الأعداد). 


(a,b) 
[a,b] 
la.b) 
(a.b] 
(a, oo) 
|а, о) 

(-%,b) 

(-%,b] 


(مه,مه-) 


جدول (1) الفترات : 


مثال (1) 





التعريف 
22725241 
(ط > × > 1:۵ 
| > > ۵ : 1۲ 
ix:a«xxb]‏ 
їхох»а|‏ 
Dryza!‏ 
tex «p‏ 
ESB)‏ 


"3 


x:—o«x«o] 


اسم ]9[ 


النقطة اللجوفة = 





مفتوحة = ) أو ) 


النقطة الغلقة * = مغلقة = | أو[ 


حل التباینات الآتية ثم وضح بیان الحل . 


1 0 


3-2х 
— < 


3x2. 11 
13 26 


x?-14»5x G 


نا 
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الحل 
ü‏ 1« 


45) à بالضرب‎ 
3—-2x«5 


3—2x 





اطرح )3( 

—2x«2 
)2( اقسم على‎ 

—x«2 
ОЗ] فتصبح علامة التباين»‎ (-1) Š اضرب‎ 

x>-—2 
(— 2,0) هي الفترة‎ X : X < —2 مجموعة الحل هي‎ 
(2) وبیان الحل هو شکل‎ 

( 


ши“-йц-г سس‎ Y 


0 2- 
شکل )2( 


37 +2 П 
13 26 


ب) 
إضرب في 26 
6x-4211‏ 
(طرح 4 
6x27‏ 


إقسم على 6 
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А 


7 7 
مجموعة الحل هي хаа”‏ ند LE‏ 


وبیان الحل هو JS‏ )3( 


2 


إضرب 243 

- 10 > 4-3 > 2 

إطرح 4 

-14 > -3>-2 

إقسم على 3- واعكس علامتى التابين 


14 2 
<) <>< — 
3 3 


Ры 
3 3 


I | 2 4‏ 2 2 
مجموعة الحل هی S‏ × > — :۸ أو هی الفترة نس ہے 


وبیان الحل هو شکل )4( 
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x? -14 > 5x (۵‏ 
إطرح ЭХ‏ 
x? -5x-14»0‏ 
حلل لعوامل الدرجة الأولى 
(х-70х+2)>0‏ 
نفحص بعد ذلك إشارتي العاملین 7 — X‏ و 2 + ۴ كما هو موضح في شكل )5( 


+ (x-7) 








 (x+2)‏ + + + +` + + + + + + + + + + ے ہے ےرت خو ے 
: 2 
( ) 


--........ Жо овог (х-21х-07) 


-5 -4 -3 -1-101 2 3 456 7 


0 2- 
شکل (5) 


لاق dues‏ لل سے or o X397)‏ .82 أو .هو ses‏ اتس 
o0,-2)U (7,oc)‏ -( 

مثال(2) 

حل المتباينة ووضح بیانها 

3 g Ax 

x+2 x+3 


| 2% Ї 25 
——— < — (o 
Х-1 4 c 


0 
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3 4x 


«0 
х-2 х-3 








33+ x)- 4x(x +2) ےر‎ 
(x+ 2x3) Е 8 
3х-9-4х2-8х | 
(х--2Хх-3) 


2 
—5x 4-9 «0‏ 4 – 
(x + 2)(x + 3)‏ 
اضرب في )71( مع عكس إشارة التباين 
4х? +5х-9‏ 
(x-2x43) -‏ 
Дэ‏ إلى عوامل الدرجة الأولى 
(x - 1 4x +9) <0‏ 
(x t 2) + 3)‏ 
افحص إشارة كل عامل في АЛ‏ والمقام ) شکل 6( 


٧ 
° 
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PUEDE l Rok RA (х-1) 


| | 
-94 | 
LEN аарыы ы (4х+9) 


| 2 
I 
— ١ لدبي‎ dad وو‎ do (x42) 


шэг. 


| 
۱ ا | : 

--- > ٣٢ د + د + د ++ + دم د ل لو‎ + + + + + + (x43) 

несет ۷۰... E A يرود‎ RN ES 


111 
۳۱ | | 
ا ادا 
(x -1f4x 4-9)‏ ++++++ 0 ابا + + 
(e+ 24x 3)‏ 
4 3 2 1 0 2-1- 3- 
شكل )6( 
پلاحظ أنه عند فحص إشارة عوامل ААЦ‏ أخذنا Š‏ الاعتبار أن 2— XZ —3 xx‏ لذلك 
استعملنا النقط الجوفاء مع عوامل ا مقام رغم أن إشارة ا متباین تحتوي أو = . 
بعد ذلك عملية ضرب أو قسمة 4 عوامل تکون موجبة عندما تکون کل العوامل الأربعة موجبة أو 
كلها سالبة أو اثنان موجبان واثنان سالبان . وتکون العملية سالبة لغبر ذلك . 
إذن بحثنا أين 0553 الکسر موجباً أو = صفر وبذلك نجد أن مجموعة цув dod]‏ 


Їх:х21‏ آو اه ره ری 


وفترة الحل هي 


L% , 2Ul . >) 


2 
| 2 <25 7 
х-1 4 


354 الجذر التربيعي مع الأخذ Š‏ الاعتبار «ol‏ 
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Va? - xa = |а] 











نجد 3« 
а с‏ 
x-1 2‏ 
o3‏ 
No 2x 22‏ 
х-1 2‏ 2 
ویستحسن هنا تحویلها إلى متباینتان آنیتان, 
رر کک و c‏ 
x-1 2 x-1 2‏ 
: 5 
المتباينة الأولى» بطرح ^ 
2 
)23-22 
х-1 2‏ 
4х-5(х (7‏ 
2(x- 1)‏ 
من BUT‏ 
2(x -1)‏ 
آضرب Š‏ 2- مع تغيير علامة التباین, 
و 25 
x-1‏ 


ونفحص إشارتي البسط والقام مع حذف 1 X‏ (شکل 7) 
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Bea wA + + + ++ (x-5) 


5 
! 
' 


| 
t 1 - ۱ + 
? e 

شکل )7( 


әу‏ فترة الحل مي ( ,5 |لا(1,مه-) 
المتباينة الثانية 


2(x-1) - 


(— оо, 5/9) ]1, oo) فترة الحل هي‎ оу 
والحل الذي یحقق التباینتان الأولى والثانية آنيا هو تقاطع الحلین أي‎ 


) UB. eo) C oo, 5/9 ]U (1,0) 
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š‏ — )5,0( |(5/9,مه) 
وبذلك يمكن ALS‏ مجموعة dadl‏ 
x > o}‏ > 5 أو 5/9 < x‏ > مه Ix:‏ 


وهکن استنباط الحل بيانياً ( شکل 9 ) برسم نتيجتي بياني المتباينتين . 


المتباينة الأولی 





(3) مثال‎ 
حل المتباينات‎ 
Bx-5[24 ب-‎ |× 3 >1 4 
x-2|«0 -> x? -3x <0 ~+ 
k? +1 <-2 7 x? -3 <4 7 
الحل‎ 
Ix - 3 > 1 (i 
—-]«x-3«1l оу 
3 إجمع‎ 
2 > <> 4 
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مجموعة الحل {х:2<х<4)‏ آو هو الفترة )2,4( 


(9) وبیانها شكل‎ 
-3 -2 1 0 1 2 3 45 
(9) شكل‎ 
Bx-424 (о 
3х-4-4, 32-4 < 4 oy 
4 آضف‎ 


3x €0 و‎ 3x28 


۲ > 0 û га 
3 
: 8 
(e: >0 اح« او‎ esa 
8 
(хха аха) آو هي‎ 


وفترة الحل هي РЭ‏ 0]0, ~( 


(10) JS zo وبیان الحل‎ 


Ч - 3x > ج(‎ 


القيمة المطلقة موجبة Ul»‏ مهما كانت X‏ الحقيقية O5]‏ مجموعة الحل هي ۸ 
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Ix-2|«0 (s 

القيمة المطلقة لا هكن أن تكون سالبة مهما كانت X‏ الحقيقية ом‏ مجموعة الحل هي ) 
المجموعة الخالية ) 

1-24 C 


إذن 4 < x? -3x‏ آو x^-3x€-4‏ 
x?-3x-420‏ أو x!-3x44€0‏ 
جذري العادلق, 0 - X^ —3x—4‏ هما 
_ 39+16„ 
2 
х2-3х-4-0 Jhi‏ 
ممیزها 7 29-162 b? -4ac‏ 
وجذریها تخیلیان لذلك فان المقدار 0 = 4 + :32 - x^‏ 
ea Las‏ د دوه دل ate‏ فا مات می اس dort‏ کت سس 
أم مجموعة حلها هي . 
آما التباينة الیمنی х2-3х-420‏ 
(х-1|1х-4)20‏ 
فان موه сад‏ 4 خر isses‏ 
)x:× >-1 uc‏ ل40 > {x:x‏ 
أو الفترة )%,4[ لا[1-,۰0-) 
والبیان في شكل )11( 


-1,4 
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تمارين )1-1( 








1( اختصر المقدار 
х-2 1‏ 
ye —8/t- 2) (o -3)2-4‏ 
6 |3)2-4-( رب (2-)/8- ج — 
1 1 
Ca) W5 -3 5‏ 2-2 رڈ 
0 |2-/5 0 2-313 و3 خم 
(ط) xz-7, x47 (9) B-z|‏ 
2( حل التباينة وأوجد مجموعة الحل على صورة فترة ومثله بیانیاً 
ф‏ 2 < 3-1 (ب) 1 > × - 4 C)‏ 32-7 > 5 + 2 


2 2x —3 


x^—x-6«0 (93 3< «7 (ә) х-8»5Х-3() 





х -3x 49» 0 (b) Y +4۲+3<0 نوی 242- ن‎ 


x(2x -3)2 5 (o x? -4Ax-17 > 4 ) x? -2x 5» 2 (9) 

















3572 Xx +1 

> 4 s) 2 (س)‎ 2)3-1(> 4 (о 
3x45 ۳ TE ван 0 0 
أوجد فترة حل اطتباينة‎ (3 
2 2 1 3 А 
< م —> (ب)‎ 

2x+3 x-5 х-2 +1 
| -4 > 0.3 ری 2 > 3+ عا رم‎ 


3۶-7 <5 (5) 2x + 5 > 4 ری‎ 
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4( حل امتباینة الآتية : 


21 

^2 
[HEP 
x41) 4 ` 
p? -11 0 Ca) 


5( حل المتباينات : 
21-4x-2»23 0‏ 


Ix- 2 < x41 (ج)‎ 


х-22|х-1 Ca) 


«1.6 0 





6( أطلقت قذيفة من سطح الأرض 


بسرعة 14 تميل على الأفقي بزاوية /0 . 


(12 JS ) «Ы فتحركت على‎ 
gx 


Na 2u^ cos? а‏ د 
فکان أقصى ارتفاع لها هو -Н‏ 
أ) استعمل المتباينة 
Н‏ ک بر 


1 
(ب) 23- 


X 


ie -1 <3 (> 


+x- >0 0 


4 


ix - 2| 2 |x + 1 (о) 
-2 > +1 о 


»1 (9 


ь 


4+1 





۴-۱ 


Н <50 (i). H < 50 (i): حيث‎ нээ 


6 تمرین‎ : (12) JS 


لایجاد العلاقة بين UH‏ © باعتبار g‏ عجلة الجاذبية مقداراً ثابتاً . 
ب) أوجد قيم X‏ التي تكون القذيفة عندها على ارتفاع أكبر من 2 / H‏ . 
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I—> ~ 





7( حل التباینات 
2 








|j < یر‎ + 2 (J) x >x+2 0) 
x >|x+ 2 (o) ادا‎ > x+ 2] (>) 
اح تد یت وا گن‎ 
x-1 3 0 3 
| -3 + -2>4 (o «|+| 21ل1-‎ o 


8 إذا كانت Da‏ © آعداد حقيقية موجبق 0 < c < q > b‏ أثبت أن مجموعة Jal‏ 
للمتباينة © > - |x- al + |x‏ 
هي الفترة 

K: 


3 


2 2 


و آثبت أن المقدار |x — e|‏ + || ثابت في الفترة 10,с|‏ 
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من التعریفات الأساسية الهامة في الحسبان هو الدالة . فطاما درسنا 505 تغبر كمية معينة على 
كمية متغيرة آخری . مثل تأثير تغیبر سرعة الریاح على درجة حرارة الجو أو تأثیر مقیاس النبض على 
مقیاس ضغط вэ!‏ وهکذا . هذا 13 كانت 4,557 الثانية تعتمد Хад‏ على الكمية الأولى . 138 كان 
تغيير كمية X‏ يتبعه Š уунд‏ كمية У‏ فاننا نستطیع توظیف الكمية X‏ لإعطاء معلومات عن 
-Y‏ 

ونقول آن ‏ دالة في X‏ معنی أن X‏ تدل علی ‏ . 

АЛАЛ : تعریف‎ 

"دالة f‏ من مجموعة А‏ إلى مجموعة В‏ هي تناظر يعينء لکل عنصر X‏ في الجموعة A‏ 
عنصراً وحيداً y‏ ا مجموعة "B‏ 





شکل )13( 


العنصر D à y‏ هو قيمة f‏ عند X‏ ویرمز له sx ams df of x" f(x)‏ 
المجموعة 4 هي نطاق الدالة والجموعة В‏ هي النطاق اللساعد 
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للدالة ‏ آما مدی f‏ فهو الجموعة الجزثیةہ من النطاق امساعد 8» التي تتكون من القیم 
الممكنة للدالة f(x)‏ المناظرة لقیم × في A‏ 

أحياناً ما نصف الدوال برسم کالوضح Š‏ شکل )13( حيث blis‏ المجموعتين В.А‏ بنقط داخل 
منطقتين في ال مستوى. 

أما الأقواس المنحنية فتوضح أن العناصر ) fos) (о) f‏ و(وند)/ في B‏ 
تناظر العناصر X3 «Ху ¿X|‏ و X4‏ على الترتيب في 4 . يجب أن نتذكر Ulo‏ أن لكل X pais‏ 
في Á‏ عنصر واحد فقط f(x) оры‏ في 8. قد يحدث أن عنصرین مختلفين في А‏ مثل 
x3 XI,‏ لهما نفس قيمة الدالة B à. fon) = fo) = y‏ 

تعریف : الدالة الأحادية 

نقول أن گر دالة أحادية أو "واحد - لواحد" )15 كان ute f(x)» f(y)‏ أن X x y‏ . 
ааа‏ اھ مت ss uas (хү УС)‏ ري 
الدالة الأخادية تعن کل عنصر В à f(x) lues Tuus Á à X‏ والعکس کل عنصر 
y à f (x)‏ يناظره عنصراً وحيداً X‏ في 4 . 

عادة ما نعرف دالة گر بكتابة تعبير جبري أو قاعدة لإيجاد f(x)‏ مثل 3+ ×2 >(×) کر 
اد = له cn T Gc) atat fF (e)8‏ سه( کی 
الجذر التربیع للفرق بین العدد 5 و . وهکذا. 

I8] : Sis‏ آعطینا 2 — f (X) = NX‏ ونعلم آن یفترض آن یکون مجموعة العناصر الحقيقية 
التي تحقق شرط البقاء على x - 2 < 0 уудаа f(x)‏ تعطي 22 X‏ ونستنتج أن 
النطاق هنا هو الفترة МЕ 2. o)‏ 


و2 


Dy = |2, со) эв (Domain of f) D بالرمز م‎ f(x) رمزنا لنطاق‎ 

ویجب تذکر أن إذا كان X‏ تنتمي إلى Dy 4) Dy‏ € × ) نقول أن f‏ معرّفة عند X‏ 
إذا كانت C‏ هي مجموعة جزتية من النطاق فلابد آن ‏ معرّفة على C‏ 

فمثلاً ue à‏ 2 - لد له > .f(x)‏ (0ه,2] = D,‏ فان f£‏ معرفة و2 А‏ 
وق (2,5) کے S5 = )4,۰0( E Si‏ وهکذا ОУ‏ كل من $1« S5‏ مجموعتان جزتبتان 
من 4 

آما مصطلح ‏ غير معرّفة عند X‏ فيعني أن X‏ ليست في نطاق ‏ 3 Dy‏ ۶ . 

فمثلاً عندما f()=J-l.x=1‏ وهو عدد غبر حقيقي ونقول آن fa)‏ غبر معرفة 
لأن 1 = x‏ لاتنتمي إلى Dy‏ 





مثال (1) 
I5]‏ كانت := то)‏ 
2+1 
ب) نوجد (6-)/. (3(.۶02 +۰۶ (1- )۶ 
الحل 


(Í‏ لایجاد . يجب أن تکون f(x)‏ عدد حقيقي معرف وهذا Хэлээ‏ فقط إذا کان المقدار 
تحت الجذر موجباً أو يساوي صفر وا مقام لا يساوي صفر 
آي 0 د 1+ د 0 < ع - 3 
3 < × - 
x€3xz-l‏ 
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Dc (~ 95,-1)U (- 13] oM 





2+1 х-4 
2-36 Dy xe Dy پلاحظ أن‎ ( 
хє 5 تؤدي إلى أن‎ 
D (45) = (C 0,4)U (- 4.0] s 
X = —4 مي جمیع الأعداد الحقيقية السالبة ماعدا‎ f x3) أيْ أن نطاق هذه الدالة‎ 
) A -1- 4b uas قد‎ 
کا ا‎ 43-(x-1) | 44-x 


х-1-1 x 
ونطاق هذه الدالة هو‎ ( 


D f(x-1) - р, +1 
CD(s) = )- لازام‎ (1,4] 


تعريف : خارج قسمة الفرق difference quotient‏ 
إذا كانت f‏ دالة معلومة فإن خارج قسمة الفرق يعرّف 
على النحو 
وےر fece) fo)‏ 
h‏ 
digas‏ یھ (ОЙ dl‏ اس کرت dis‏ سو 
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مثال (2) 
آوجد خارج قسمة الفرق f Gh)‏ للدوال الآتية في أبسط صورة . 


Жи (> f(x) - x? + 6x (o f(x)» x° 1 
X 
الحل‎ 
2 2 
sen E гд, ( 
x^ +2hx +h? -x 
5 h 
_ 2hx + h _ 
h 


2 





2+7 
ب) 


2 وی‎ 
fn- 820 =x + >-لفٹکام‎ 


- 2 4-17 +6 
1 1 x - (x € h) 





h Oxth хо x(x +h) 
foh) h h 
EH. ` m] 


5 hx(x + h) х2 + hx 


А)‏ نه à‏ (ب) استعملنا آنه Р(х) = f(x) fo(x) as mp‏ ون 
fc, A) = A(x,h)+ fo (xh)‏ على القارئ إثبات ذلك ). 

إذا كانت گر دالة معلومة فمن اممکن استخدام الرسم لتوضیح التغییر في قيمة الدالة كلما تغبرت 
X‏ خلال Dy‏ 
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وبیان الدالة ‏ بنطاق Dy‏ هو بيان ye f (x) dia‏ لقیم хай, .( à X‏ 
dot, fe) deu agen ao‏ حيث X€ Dy‏ . والعکس B]‏ كانت Ла daB‏ 
p(a,b)‏ تقع على البیان فان D di у бау‏ هو قيمة الدالة f (a)‏ . وشكل )14( یصور 
بيان J‏ ویوضح النطاق والدی (عادة نرمز لمدى الدالة گر بالرمز à. C Range off" Rf‏ 
هذا الشکل یتضح أن RF Dy‏ فترتان مغلقتان . في أمثلة آخری قد یکونا مفتوحتان أو لا 

نهائیتان أو غير ذلك من مجموعات الأعداد الحقيقية . 





شکل )14( 


فإذا اعتبرنا الدالة 2 ۰/۲ > f(x)‏ کمثال, نجد أن у= үх-2‏ 

р, -12,00).‏ ولایجاد К,‏ نجد أن y‏ موجبة lo‏ کذلك بكتابة ax224y?‏ 
نجد أنه لا پوجد قيود آخری علی ‏ . 

لذلك فان У‏ حقيقية موجبة (0,۰0] = К,‏ وشکل )15( یوضح منطقة وجود بیان الدالة . 


شكل )16( یوضح البیان, gr(f)‏ 
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وحیث أن f(x)‏ تظل معرفة في أية نطاق جزئ S‏ من م D‏ فإننا نستطیح بیان الدوال 
Л(х)-4х-2 Ea хх!‏ 
و }2,3,4,5,6{ = Rh(x)-4x-2 . xes‏ 
و fA(x)-4x-2 .  xeS$,-|5»)‏ 
ولاشکال gr(fa) -gr(fa).gr(fu) se 19 as a7‏ وقد استعملنا хөх!‏ 
gr(f)‏ بمعنى بیان الدالة eraph f)‏ 


Й 





gr(f5) : (18) شكل‎ 
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er(fs) 09 شكل‎ 


وهکن 4345 بیانات الدوال السابقة على الصورةء 


Р)= ر :(ر)‎ = Jx-2:x2 2j 
E 


" 
e 


f= (ey): و لدے‎ x25] 
واحدة فقط‎ daB في النطاق فانه يوجد‎ а dstaf (a) as stolide хага адаг 
га يساوي‎ X — لها إحدائي‎ gr( f ) 
gr(f ( لذلك فان‎ [sss في نقطة واحدة فقط‎ gr(f ) کس سي‎ odi ی کم کل خط‎ 
لا هكن أن یکون صورة مثل دائرة أو قطع مخروطي ناقص أو زايد حيث من الممكن أن يقطع‎ 
. الخط الرأسي مثل هذه المنحنيات في أكثر من نقطة‎ 
هي‎ (x — intercepts) х ومن الجدیر التأكيد عليه أن تقاطع البيان ( )8۳ مع محور‎ 
. f(x) = 0 جذور المعادلة‎ 
У مع اللحور‎ gr(f) وهذه الجذور تسمی آصفار الدالة گر . بینما تقاطع‎ 
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هو .f(0)‏ وحيد القيمة إن وجد. کذلك قد یکون للدالة أصفاراً أو قد لا یکون اذا كان 
gr(/ )‏ لا يقطع المحور × . 

بعض الدوال تعطي بیانات فیها بعض من التماثل . مثل تمائل gr(f)‏ بالنسبة لخط معين أو 
نقطة معينة . من بين هذه الداول ما يلي : 

even functions الدوال الزوجية‎ (1 

الدالة الزوجية گر تحقق الشرط ft x)= f(x)‏ لكل à X‏ النطاق р,‏ وبذلك يكون 
gr( f (‏ متماثلاً بالنسبة لمحور بز . 


2 4 29 لما 
ومن الدوال الزوجية, 41 «COS X dx 3 Cees € 3 ex шиг, X‏ 
2m 4 2 ١‏ 
X X X‏ 


secx‏ ”[(x)ع]‏ حيث ...0,1,2 = gx) m‏ أي دالة حقيقية. 
وشکل )19( يوضح بیان الدالة الزوجية عموماً وبعض دوال الزوجية معروفة. 
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odd functions الدوال الفردية‎ -2 
وبذلك‎ D, نطاقها‎ à X JS) fc x)= — f(x) الشرط‎ заз الفردية‎ аы 
. متماثلاً بالنسبة لنقطة الأصل‎ gr ( f (x)) oss. 


1 
: 1 5 3 و‎ 
tan x «СО056СХ SINA Х -........ кг дэ es ЖХ (x ex ومن الدوال الفردیة‎ 
asii isa “عضن‎ аа عا‎ dp oat وشکن )207( سیر فان الدالة‎ 663 


امعروفة . 
ویجب تذكر أن معظم الدوال الستخدمة Š‏ الحسبان ليست زوجية ولا فردیق ولکن (sl‏ دالة هكن 
تقسیمها إلى مجموع со!»‏ آحدهما زوجية والأخری فردية. كذلك يجب تذکر الخواص التالية 
للدوال الزوجية والدوال الزوجية. فاذا كانت Ev(x)‏ دالة زوجيق, od(x)‏ دالة فردية فان 
Еу, (х ۳ Ev (x ) 0‏ هي دالة زوجية . 
od (x) . od (x) o‏ هي دالة زوجية. 

od(x). Ev(x)‏ — هي دالة فردية. 


БИТ 906) Ene) u 
оа,(х) Ех (х) 








isis od) (x) j Ev(x) 

цаа Ev(x) | od(x) z 
دول زوجية.‎ [od] PO эс ЭЕ G9] G 

¿Jl [oa (х) (7‏ فردية. 


. 2 
snx , 5. x?sinx .x?cosx ذلك فالدوال 4 زوجية:‎ des 


x x4+1 
SCC X 
БЦ. (3 2) ‹ (2 +25) (cos x)“ ‹ 2 
Х 





. 13 COX ا‎ 
$ JSU, (sinx) = 


2 : 
TT «X^ tan X والدوال الآتية فردیة:‎ 
X 50 X 
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(20) JS 





Ya 














1 


أما m = 1,2,... Р(х) = х2" anas f(x) = an‏ فهي ليست زوجية 
ولا فردية . ویوضح بیانها شكل )21( 





(21) JS 


piecewise functions الدوال اطتقطعة‎ 

تعرف الدوال المعطاة ДУО‏ من تعبير جبري بالدوال التقطعة حيث یعطی شکل التعبیر الجبري 
المثل لها في كل فترة جزتية من نطاقها بشکل مختلف. 

مثال (3) 


وضح بیان الدالة ا معرفة على النحو التالي 
х«0‏ د 3 2x‏ 


Sl. 08x92 
1 y X22 


واکتب النطاق وا مدی . 
الحل ( انظر شکل 22( 
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ویتضح من الرسم أن )99,00 -) = م (1 К,-(-оА) i‏ 
فعندما X  )(‏ تکون Т(х)-2х-3‏ وبیان ‏ هو جزء من ابلستقیم 





شکل )22( 


y = 2 + 3‏ كما بشكل (22). الدائرة المفتوحة توضح أن النقطة )0,3( ليست على البيان. 
2 

وعندما 2 > x‏ > 0 تکون f(x)= x‏ وبيان گر هو جزء من القطع المكافن 

. والنقطة )2,4( ليست من البيان‎ y = Хо 

وأخيراً عندما 2 < X‏ تکون جمیع القیم هي 1 45( والبیان هو جزء من مستقیم أفقي یسمی 
نصف مستقیم بنقطة نهاية )2,1( ویلاحظ Š‏ هذا JULI‏ أن گر هي دالة بیانها یتکون من عدة 
دالة الصحيح الأعظم Greatest integer function‏ 

دالة الصحیح الأعظم تعرف على النحو f(x) = [x]‏ حيث [x]‏ هو أكبر عدد صحيح أصغر 
من أو يساوي . فإذا مثلنا R‏ بنقط على محور OX‏ فان هي آول عدد صحیح إلى يسار X‏ أو 
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[os [- 0. |/11|>3 . [1.31]=1 . 5-0 
-1051--1. Ё-5|--3:Ї-38|--4. 3-ع[3-]‎ 


Ахай 585 مدي‎ ны! 





شكل (23) 
آما شکل )24( فهو یوضح بیان الدالة f(x) = [x]‏ . 
وقد استعنا بالجدول GYI‏ 








2: [x] 
—2<x<-] 2 
-1 > > 0 1 
0 > «> 1 0 

1> «> 2 1 

2 > 2> 3 2 

3 > × > 4 3 
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فکلما كانت X‏ بين عددین صحيحين متتالیینء فان الجزء المناظر من بیان الدالة یکون قطعة من 
سف ومک salige [t] ios qus‏ 

JA‏ 1 + ۸ > × > 7 تکون ۸= . حيث П‏ عدد صحیح موجب أو سالب. 
والعکس اذا كانت n‏ - ]| فان 1+ ۸ > × ک ۸ فاذا كانت 2 Уа [x]=‏ يتبع 
ذلك آن 3 > x‏ < 2 . 





شکل ) 24 ( 


(4) مثال‎ 
[x -2x]2-1 العادلة‎ Je 
الحل‎ 

[x - 2x] = -1 


-1 > x? -2x «0 إذن‎ 


44 


آضف 1 لكل طرف» 
1 08 
1« 0200-7 
(xl xl‏ ہے .90 اټ 
1-1- .و k-120‏ 
xe R эе —l<x-1<1‏ 
ss 0<x<2‏ العواب هن )0.2( e‏ 


مثال (5): 
حل امتباينق 3« -1Е|‏ 
الحل 
[x] <3‏ <1- 
ولأن [x]‏ آعداد صحیحة 12-- x" [x]‏ 


z. x e [-1,0)U 2,3) 


استعمال التحويلات الخطية في رسم المنحنیات 

Use of linear transformations 
يصبح من السهل توضيح بيانات الدوال الناشئة عن تحويلات‎ У = f(x) نعلم بیان‎ US I3] 
گر مثل الازاحة والتمدد والانضغاط أو الانکماش.‎ (x) خطیة للدالة‎ 
Shift أولاً : الازاحة‎ 
Vertical Shifts : أ- الازاحة الرأسية‎ 
C يسبب إزاحة رآسیة. فالاضافة‎ f(x) لقيمة الدالة‎ C إضافة أو طرح مقدار ثابت موجب‎ 
ома كما هو‎ ЈА У پزیح المنحنى‎ C pues من الوحدات»‎ C تزیح بیان الدالة  لأعلى مسافة‎ 
(23) Ј à 
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الازاحة الرأسية 0 > € 





(23) JS à 


Horizontal Shifts ب- الازاحة الأفقية‎ 
هما إزاحتين آفقیتان منحنی العلاقة‎ gr( f(x - с)) .gr( f(x t c)) البیانان‎ 


у= f(x)‏ إلى اليسار مسافة С‏ ولى اليمين مسافة С‏ على الترتيب. كما هو واضح Š‏ الشکل 
)24( 


الازاحة الأفقية : 





شکل )24( 
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158 : التمدید والانضغاط Stretch and compression‏ 
أ- التمدید والانضغاط الرأسي 

Vertical Stretch and vertical compression 
لر نکون قد‎ =c (x) للحصول على‎ C саб مقدار‎ à f(x) ضربنا کل قيمة لندالة‎ 18] 
Q5) شكلي‎ à وانضغاط رأسي لما 1 > © > 0 كما‎ © < 1 cats على تمديد رأسي إذا‎ Ша 
. Q6) 


کرد انی اسان انضغاط رأسي |  >‏ > 0 





)26( شکل‎ (25) JS 
Horizontal Stretch and Compression ب- التمدید والانضغاط الأفقي‎ 
هما مدید وانضفاط أفقيان بنسبة © على الترتیب‎ gr( f (ex) А AE) لبیانان‎ 
C 
كما هو واضح في 54 )27( . )28( المنحنى الذي معادلته 8 1< وامنحنى‎ 
C 


الذي معادلته y — f (ex)‏ هثل انضغاطة آفقي, 1 < ع .کما هو واضح à‏ شکلي (Q7)‏ 
)28( حيث اتخذنا النحنی 


4 








انضغاط أفقي بمعامل C‏ 


شكل )27( شكل )28( 
y = x^ —8x = f(x)‏ وقدیده مقدار 2 y = 45) 1 — 4x‏ في شكل (27) آما في 
شكل Q8)‏ اتخذنا у= f(x)- x? - 2x-—3‏ وانضغاطتها هقدار 2- c‏ وحصلنا على 
y = f(x) - 4x? - 4x -3‏ . وذلك على سبیل المثال. 
ثالثاً :الانعکاس Reflection‏ 
بياناً المعادلتين y = — f(x) y = f(x)‏ هما انعكاس آحدهما بالآخر عبر المحور X‏ . شکل 
Gus (29)‏ المعادلتين y 2 — f(x) «y = f(x)‏ هما انعكاس أحدهما للأخر عبر المحور «V.‏ 
شكل )30( . 





انعکاس في ١‏ 











شكل (29) شكل (30) 
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کثبرات الحدود Polynomial function‏ 
يقال لدالة ‏ انها كثير حدود إذا كانت على الصورة 
1- 
f(x)s a,x" +а, 4x" ^ Faux ag‏ 
حيث 00 ء |4 ء 42 »...> Q,‏ آعداد حقيقية ء 71ء 11-1 ... أعداد موجبة صحيحة ‹ 


وإذا كان 0 # رك » فان f‏ كثير حدود من الدرجة H‏ وفيما يلي بعض أشكال كثيرات الحدود 


. 4 x 0 الخاصة.‎ 

مقدار ثابت ودرجتها صفر , 0 f(x)=‏ 

دالة خطية , درجتها 1ء f(x)=ax+b‏ 

f(x)= ах? +bx +c . 2 دالة تربيعية ء درجتها‎ 
f(x)= ax? + bx? + cx + d دالة تكعينية ء درجتها 3ء‎ 


f(x)= ax" + bx? + cx? + dx + e من الدرجة الرابعة ء‎ АЛ 

وهکذا . 

وشكل الدالة التي درجتها ok‏ أي دالة ا مقدار الثابت هو مستقیم يوازي للحور ¿X‏ معادلته 
а‏ = » ویکون uel‏ أو أسفل ابلحور X‏ على حسب os‏ < 4 4 0 > 4 على الترتیب آما 
y = 0‏ فهو اللحور X‏ نفسه. JS‏ )31( 


دالة المقدار الثابت» f(x) 2 a‏ 





(31) JS 
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دالة الدرجة الأولى Рх) - ax b‏ يكون بیانها هو اللستقیم + 01 y‏ میله а‏ 
ویقطع من محور ‏ جزه طوله . ( شکل32) 





f(x)=ax+b ge f(x)=ax+b a»0 


ч‏ ها 
oS‏ 





الدالة الخطية c‏ ومیل المستقیم 0 > a‏ الدالة الخطية . ومیل المستقیم 0 > a‏ 











شکل )32( 
alls‏ الدرجة الثانية, التربيعية © + f(x) = ax” + Dx‏ يكون بيانها هو القطع المكافن 
ع + + y-ax?‏ . ويمكن کتابتها على الصورة 


b 
a 


a 
(a) په‎ 
=q x+—  +a-— 
0 40 
Lal الموضحة في شکل (19-ب) 5599 آزاحت‎ y = x° وهي نفس الدالة‎ 
p? l b 
. 4 — — مسافة -- — مع مدید معامل 4 ثم إزاحة رأسية مقدارھا‎ 
40 2a 
эй هي نقطة الأصل . آما رأس هذا القطح‎ y ونلاحظ أن رأس القطع کوت‎ 
b b. 
— ——,а — — Аа) 
2а 4а 
4ء شكل (33-ب)‎ < 0 Ú شكل )1-33( یوضح الشكل العام للدالة التربيعية‎ 
2 
b 


r oti‏ تر ہج ھجت 
0 
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y д=а? +bx+c 

















شکل )33( 


4045 الشكل العام للدالة التكعيبية مشابه للدالة x?‏ فیکون على الصورة الموضحة في شکل )34- 
أ) إذاك كانت О‏ < 4 » على الصورة الموضحة Š‏ شكل (34- а < Ü Le (о‏ 


ax bx? + cx d‏ دير 


y = ax? «bx? + ck + d a<0 а> 0 3 





شکل )34( 
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الدالة القياسية والدالة الجبرية 


Rational function and Algebraic function 
حدود. وسوف نتعرض فیما بعد لفحص بیانات کثبرات‎ л الدالة القياسية هي خارج قسمة دالتي‎ 
الحدود والدوال القياسية باستعمال طرق الحسبان. اما الدالة الجبرية فهي دالة هکن التعبیر عنها‎ 


على شكل مجموع أو فرق أو جداء أو مقسوم أو أسس قباسية لکثبرات حدود . فمثلاً 


3 
X 3وت‎ 
گر دالة قياسية›‎ )×( > 
шанг x* + x? + 6% 
x^ (3x - 7) 


جح جح کو هي دالة جبرية 


جمیع الدوال الأسية ء والثلثية واللوغاريتمية . وأية دالة ليست جبریة تسمی دوال ذكية 


. وسوف نرجیء دراستھا إلى ما بعد دراسة طرق الحسبان‎ . transcendental 
Composite functions الدوال التركيبية‎ 


бэр‏ ما نستخدم Š‏ الحساب دوال ترکیب من دوال بسيطة بعمل تجمیعه معقدة من دوال 
البسط بطرق عديدة مستخدمین العملیات الحسابية والترکیب. فإذا كان f‏ و © دالتین, نستطیع 
تعریف الجموع © + f‏ والفرق © — گر والجداء fg‏ والمقسوم © گر على النحو التالی : 
g(x)‏ +( -((ع + (f‏ 
f(x)- glx)‏ -()(ع - /( 
(f& Kx) f Goa (x)‏ 


Du 


نطاق © + f‏ أو f —g‏ أو fg‏ هو تقاطع نطاقي f‏ و © أي الأعداد ا مشتركة من كل 
من النطاقین فنکتب . 
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Df+g = Р; ПР, 
Руз = ру; ND; 
Dg = Рр; Пр, 
Я. а(х) = 0 ماغدا الأعداد الى تجعل‎ g آما نطاق 8// یتکون تقاطع نطاقي / و‎ 
۵-۲۱۵, ,g(x)z0 
D f/g =D; Пр, -ix:g(x)- 0j » آو تکتب‎ 
:)5( مثال‎ 
g(x)22x-6 ۰ /(5)-42-х.5м 


أوجد مجموع. والفرق» وجداء وخارج قسمة f‏ و 8 مع وصف النطاق à‏ کل حالة . 





الحل 
x 2-х>0}= ۲:۲ > 2(‏ عنم D‏ 
D; = )-۰0,2[‏ 
D ={x:xeR}=R‏ 
D; ND, = )-۰0,2[‏ 
x € (7 o2]‏ ; 6 - 2 + ۲ - ۰/2 -(ع«)(ع + ) 
(f-gY(x)-42-x-2x*6 , xe(-o2]‏ 
(f Хх)-42-х(х-6), xe o2]‏ 
42-х‏ 
قمع هت )7| 
ولکن 0,23 -) 


إذن ء أيضاً » 
xe(- 0,2]‏ 


نستطیع أيضاً ترکیب دالتين لتکوین دالة جديدة بعملية تركيبية أي بإيجاد دالة گر لناتج الدالة 
dl» gi. g‏ للدالة. 
أو العکس. ونستعمل لذلك JOZ хол!‏ و 20 f) has‏ دائرة (g‏ 
و )9 دائرة f‏ ) على الترتیب. حیث الدالة fOg‏ تعرف على суга‏ 
الدالة التركيبية fOg‏ لكل من f‏ و © تعرف بالآق: 
(fog (x)= f (s(x))‏ 


D fg = х: gl )e D, 
:)6( مثال‎ 


g(x)- (1-3), f(x)» x^ —3 إذا كان‎ 


فأوجد b) Of . a) fOg‏ مع Sò‏ نطاق كل منهما. 
الحل 


(fog Kx) = f(g(x)) (а 
-/(4- x 
-(1-х +3 

-1-Х-3 

--62-Х 


إذا أخذنا في الاعتبار النتيجة 4521 × — 2 -, قد نعتقد أن نطاق fog‏ هو o9 R‏ 
X‏ — 2— معرفة لجمیع قيم X‏ الحقيقيةء ولکن هذا خطأ. ولکن من تعریف D g‏ هو 
X eë‏ في (1 التي تحقق شرط g(x)‏ تنتمي إلى Dy‏ 

أي قيم x‏ في ood]‏ 7( التي تجعل g(x)‏ فتنتمي إلى . حيث أن g(x)‏ حقيقية لجميع 
قیم ool] à x‏ -) ينتج أن 


Dg = (- оо, | 


54 


-44-x? 


والنطاق هو جميع قيم X‏ في R‏ التي تجعل f(x)‏ تنتمي إلى [0,1 -( وعندما نقول 


8 )- 00,1[ تقع في‎ x^ -3 نعني‎ )- ol] تنتمي إلى‎ f(x) 


]99,1 -( دو 


إذن . 
DE = ]-2,2[‏ 
وهو یختلف عن كل من D, -(-o] ۰ 2 = R‏ 


مثال (7): 
إذا کان x‏ - ولہے g-J424x.f‏ 
آوجد نطاق الدالة fog‏ 
الحل 
D,-i:9-x? 20|‏ إذن وح ۶د:ا-,0 
D, = x: | > 3( 3‏ نند [3,3-]= D,‏ 
D, ={x:2+x>0}‏ إذن )2,2 -|- D,‏ 


x2 -3 <1 
x? «4 
لب‎ > 2 
хЄ|-22| 


لإيجاد ‹ Dg,‏ نبحث عن قيم X‏ في D,‏ التي تجعل à g(x)‏ نطاق 34.7 


2 + xe ]-33[ 


ХНМ-ыга 24 3-88 
424 x e [0,3] 
2 + x e[0,9] 
xe] 


وجمیع هذه الفترة gi‏ في ےل оу.‏ 
Dg, €|-2.7]‏ 


يجب ملاحظة أن 
(fog (x)= f(e(x))‏ 
2+x‏ [/ = 
9-027 = 
Emm‏ 
إن نطاق الدالة X‏ — 2/7 هو ]95,7 -( آما نطاق (fog (x)= ٣7-٢‏ پختلف 


عن ذلك فهو ]2,7 Ї-‏ 


مثال (8): 
إذا كان 
g(x)= ух. /)»(- х? -6‏ 
и(х)- х -16. h(x)» x -16‏ 
Å‏ قارن بين نطاق الدالة fog‏ ونطاق الدالة h‏ . 
(o‏ قارن بين نطاق الدالة 20 ونطاق الدالة l w(x)‏ 
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الحل 
D,=R .Р, = |0,0). D,-R 0‏ 
نطاق fog‏ هو à x ss‏ )0,00[ التي تجعل Vx‏ في نطاق f‏ أَي في R‏ . وحيث أن 
АХ‏ دائماً في R‏ 
Dg,-|09) -~‏ 
نجد أنه على الرغم من أن ء 
rx)» (x -16‏ -((م)ع)/ = (ео)‏ 
(fog x) x -16‏ 
$ أن التعبیر الجبري لكل من ) h(x) . (fog Xx‏ هو 2-16 للا أن 


ولكن نطاق W(x)‏ هو قيم X‏ التي تجعل 
x?-1620‏ 
x|24‏ 
D, = (-o»,-4]U [4,c)‏ 
ونطاق gOf‏ هو قيم X‏ في نطاق f‏ ( في R‏ التي تجعل à f(x)‏ 
[0,oc)‏ 5 (ہ,0] x? -16 e‏ 
x?-1620‏ 
x|24‏ 
Dy = (-o,-4]U[4.o)‏ 
д‏ أنه تصادف أن D = D,‏ على خلاف الفترة Ó‏ حيث كان Dos + D}‏ 
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مثال (9): 

: آوجد‎ g(x} اد‎ . У(х)- X 41 ЭЕШ 
D fog * (fi 08 Xx) 0 

ب« (gof х)‏ ‹ بیط 

الحل 


(fog (x)= f(g(x)) () 


rS 
-Гусарн 


-х-141 


à glx) оьсе ots) R à x oiu‏ ۸ (نطاق f‏ ) ونطاق fog‏ هو 


Dg, = В 
(ب) بالمثل‎ 
(gof (x)= ۶) ((د)/‎ 
= ماع‎ -1) 
= а 


الدوال العكسية Inverse functions‏ 
الدالة المحايدة Identity function‏ هي دالة w(x)‏ لها خاصية آن w(x) — X‏ لجمیع 
X =š‏ في Dy‏ ویقع Ulo‏ على الستقیم y = X‏ ففي JEL‏ السابق (مثال9 ) كان كل من 

“байжа دوال‎ 207 . fog 
هي دالة محايدة فان‎ 501 . fOg i © f وعلی العموم |ذا كان الدالة التركيبية لدالتین‎ 
معکوساً لبعضهما . أيْ أن 8 معکوس گر . گر معکوس © . آونکتب‎ g f 
-1 
دع‎ (x) 
-1 
f=g (x). 
وکذلك‎ 
-1 
gog (х)= х 
-1 
fof" (x)=x 


وتمتاز الدالة العكسية f'(x)‏ للدالة (x)‏ بالخواص التالية : 
1- إذا cos‏ النقطة ав (a,b)‏ على gr(f(x))‏ فإن النقطة (a,b)‏ تقع على 
err)‏ 


ga -2‏ )1( أن بیان f(x)‏ 8 متماثلان بالنسبة للمستقیم у= X‏ أن بياني 
الدالة ومعکوسها هما انعکاس أحدهما للأخر عبر للستقیم Y = X‏ . شکل )35( . 


3- أيضاً ما أن وقوع النقطة (x, y)‏ على بیان گر يستلزم وقوع النقطة (y, x)‏ على بیان 
(x)‏ ۴ر فان : 
gb f'(x) :‏ من f(x)‏ باستبدال X‏ . 
ب- آن نطاق Def‏ هو مدی تج Rea‏ وکذلك Ry‏ هو Dy‏ 


و5 


مثال (10): 
آوجد نطاق الدالة x‏ - 4ہ > f(x)‏ ومداها . 


ثم أوجد f(x)‏ مع ذكر نطاقها . ووضح بیانها مع بیان الدالة المحايدة في رسمة واحدة . 


الحل 
f(x)» J4-x‏ 
Р,-(х:4-х20)|‏ 
{х:х<4)‏ = 
D, =(- 0,4]‏ 
Ul‏ الدی . فحيث أن الجذر موجب Ulo‏ فان 
(مه,0] = К,‏ 


لإيجاد f (x)‏ , نکتب 
y 44-х‏ > ور - 4 f(x)»‏ 
ولاچل f(x)‏ » استبدل × ۰ y‏ وأوجد У‏ صريحة 
بر -4 - х-44-у-»х‏ 
у=4- x‏ = 
—fx)24-x‏ 
Les‏ أن بے Rp =D‏ 
А f)2s4-x5, x € [0,2)‏ 
ае‏ وو 
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( المحايدة‎ Аш) 


الدالة العكسية 





(36) JS (35) شكل‎ 


إذا تقاطع بياني الدالتين گر ء ge‏ فان نقطة التقاطع لابد وأن تقع على بیان الدالة المحايدة 
× . 
فإذا كان الأحدائي X‏ لنقطة التقاطع هو 4 = X‏ ء فان 


f(a)- /7(4)-а 


gÍ‏ أن قيمة X‏ عند نقطة التقاطع هي حل SÑ‏ من 


f ()= х 1 f(x)= x ا معادلتين‎ 


مثال (11): 
. 2 5 
إذا كانت 4 > f(x)=16- x° , 0€ x‏ آوجد : 


ess f(x)‏ اقا اوعد دع )2 f(x)‏ إن وجدت. 
الحل 


f(x)-16- x? , 0> > 4 


01 





D, = [0,4) 
Ry = )0,16[ 
taJ رر‎ Я 
x -16- y? 
y? -16-x y-t416-x 
DE 


)-416-х , >> «16‏ 
لایجاد نقطة التقاطع « نضع 


/7)>۶× 
16- ×2 =x 
x? 4 x-1620 
0-114 
2 


_ 65-1 
2 
pg e 


( القيمة السالبة خارج ) 





? 


2 2 
D.‏ 1- 
وهي تقع في النطاقين 1 D f < D‏ 
دالة الدالة Composite function of another function‏ 
إذا كان گر و 8 دالتین بحیث ء 
у= f(u) su = g(x)‏ 
إذن بالتعویض عن U‏ في Y = f (u)‏ يؤدي إلى 


f(g(x))‏ بر 
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ولبعض مسائل الحسبان قد يحتاج الأمر لعکس هذا الإجراء أي يعطي y = h(x)‏ بحيث تکون 
Ma)‏ هي uzga) с у=) > qum dus‏ بحيث 
h(x)= f(g(x))‏ . 
فمثلاً إذا كانت . [1- 2 + B Уулс bx‏ .من المکن تحویلها إلى دالة تركيبية ОБ‏ 
نفرض U = 3x° -2Х-1.‏ ونجعل glu)=y=u"‏ 
آي آن < y = (gou (x)‏ 

y= g(r) ١ 


وباطثل . 
2 
=u’?‏ پر у-(2-51 =u=x -5x4l‏ 
y- х? -4=и=х? -4 ‚у= ми‏ 
3 3 
‚у= —‏ 2ج ح )جح دح 
(х-2) и?‏ 
з j^ "TE 7‏ | 
و التمثیل كدالة تركيبة لیس وحيداً . فإذا رجعنا إلى [1+ ×5 - у= (х‏ فانه من 
ا ممکن اتخاذ 


u= تم‎ -5x+1) yan 
u= تم‎ -sx+1) ,y= u 4 


وهكذا . 
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تمارين 2-1 


: آوجد‎ g()-—— . f(x)» 4x-4-3x a 

. (4ججاي‎ . fü3) . £8) < Л) 
80.99). 4001) . g(0). Л(5) 

0 إذا كان ء b‏ عددین حقيقيين أوجد à‏ بسط صورة f(a) f(a) а)‏ —. 


Ла ra) ур). лағв) 
15) 23-22 /0)-25-2 ( 


Ү(х)-х2-х-3 (۵ f (x)= x? - (a b)x C 
f(x)=5x—2 G f(x)=2x”+3x—7 Ca 
. b < 3 , a =2 ثم آوجد قیم النواتج من (أ) إلى )3( عندما‎ 


: b z 0 علماً بأن‎ 


3( آوجد نطاق الدالة (D, ) f‏ ونطاقها / R‏ . 











x+] . 

“лс Е MIR : 
_ ۷47-3 77873 

Цан x? - 4 : كار‎ a 5 

fG)- Ex +1 (s f(x)o x 43 Ca 

/8)-44-5 e مر‎ 














f(x)» -| (d (x)= + |x (b 
ات(‎ (e Г(х)= 7 ل(‎ 
х X +x+1 


4( عين ما إذا كانت الدالة گر زوجية أو فردية أو ليست فردية أو زوجية . 


f (x)= |x| - x ب)‎ f (x)= 5x2 + 2 1 


۱ | 
f(x)» N2x* х? +3 (s f(x -(87-3х| Ca 
( 








) X SIN X (b 


f(x)95A4x-tanx G f(x) = 3x? + ۰۲ (J 


fGex-bl دار يا‎ x= " 


5( ارسم بیان الدالة گر وأذكر النطاق D,‏ والملدی Ry‏ 


xe ^ x-3 х42 ?х5-1 
-2«х«17/(х)-14-х5 اد زور با‎ ۶/31 
x2] > -х-4 -х-3 , x21 
2 2 
, X -9 3م‎ , x 1 
C — ےر‎ 1 
: ٢ "n А 0 - i ج)‎ 
-6 2 1 


f(x)2 х? «2x (s f(x)=x-[|] یىی‎ 
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fG)=|x+3 e f()2s-x-2 о 


fG)-h-»x (d از د‎ (b 
f(x)- x+ 3 (e f(x) -2- lx (J 
f(x)2-v1-x^ G f(x)e44-x G 
70)-131- 3 G fG)-l-3] يه‎ 
fG)2Bx] فا‎ fe)=2] س‎ 
f(x)» E 1 ض)‎ foe [x 4 2] (ue 


ع ما( ف fG-b2‏ 


6( ارسم على نفس مستوی الاحدثیات بياني الدالة گر لقيم C‏ المذكورة آمامها مستخدماً التماثل 
والإزاحة )4,289 والرأسية والتمدید والانضغاط . في كل مرة آذکر النطاق وا مدی . 


f(x)- lx +c ; с=01-3 ( 

f(x) = : - 0 ; с=0,2,-3 (o 
f(x)9 34x +6: с=0,3,-2 € 
f(x)» Jo - x? +c و‎ с=01,-3 G 
f(x)22 x-c ده ز‎ 0,1,-2 (œ 
f(x) - -2(х - cy. ; c-0,5,-2 G 
f(x) -с44-х25 ; с-01-3 G 


f(x)= (x + су : ده‎ 01-2 (e 


(х)-(х- cy? +3 ; с=0,4,-3 (b 
f(x)- (x- y^ + ; с-0,-21 ي)‎ 
1 X —2x+c : c-20,5,-3 (ә 


) 
) 2 
f(x) = (x - ly tc ز‎ с=-1,0,-4 (J 


با 


X 


X 


7( شكل )37( یوضح بیان دالة ‏ نطاقھا إرسم بیان املعادلة المعطاة . كرر نفس السألة على 
بيان الدالة التي نطاقها اللوضح في شکل )88( . 


بيان الدالة f‏ 





)37( شكل‎ у=3+/(х-2) e 


y-g(x-2) (à 
у= g(x+2) ب)‎ 
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)38( شکل‎ y 


8( آوجد فیما يلي الدوال الأنية التركيبية ونطاقها (f - gx) C. + gx)‏ 


CONO (£o 084) 














f(x)» 4x45 g(x)2 x45 
Р(х) = N3-2x g(x)2 4x44 
: x 
go و‎ eem 
X 37 
(= gi x44 
f(x)» х2 -3x g(x)2 Jx* 2 
f(x)» 4x-15 g(x) 2 x^ + 


> 
| 
N 


اسع وه ор‏ صر 
E E‏ 
— "<< 
| 
N 109)‏ 
| 
>| | 
> 
N‏ 
bod‏ 
E‏ 
M‏ 
| 
ын‏ 
| 
W‏ 


ی 
— 

















x)2N3-x g(x)- x? 416 
کو ود‎ «9-1 
/9-25 (= 
(۰2-۵ g(x)2 0 > <> 3 
f(x)» ]دل‎ g(x)2 SSS 
fG)- ll s(x)- I] 
f=, — 20)-1645 
f(9)- 25 E 

LR . f(x)» Nx? -9 0514 (9‏ رمي 

آوجد القیم الموجودة فمایأتی : 


(gof X5) . (og XS) (5)؟.‎ . /(5) 
(207 3) . (/98Х3) 22). fQ) 
(go( fof )X5) «(gog 2) . (fof (4) 


10( آوجد الدالة العكسية للدالة ‏ وأذكر نطاقها . 


f(x)234(x-2Y,x22 . f(x)» 2 4x -3 





f(x)» 2200 f(x)=3x-2,x21 
x 


2 = х20./(х)-4х-3-44 


хф 





1 أوجد الشکل التركيبي للمعادلة » ( أي (и) и = glx)‏ = ر )» 





et x B nat x 
y= 05 adi. 
"^ G- 3 
y- اوس‎ a تروص کم دير‎ = x 211 
F 2 ٦ 





poo ua 
)= үх? +] - 1 إذا كانت‎ 2 


f (x‏ أوجد قيمة تقريبية للمقدار )0.0001(/. ولي 


تتفادى النتيجة الصفرية ضع 


3 
المعادلة على الصورة سس( نم ابت 
Мх? 1+1‏ 
أن 5.00x10 P‏ = (0.0001)/. 
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الباب الثاني 


النهايات واتصال الدوال 


بند 1-2: مقدمة للنهايات 

عادة ما نحتاج Š‏ الحسبان وتطبیقاته لایجاد قيمة دالة f(x)‏ عندما تكون X‏ قريبة من 
ээс‏ معلوم 4 ولیس بالضرورة یساوی B ia‏ کان الطلوب هو f(0.998)‏ 1 
f(1.001)‏ فنحن إذن نرید حساب f(x)‏ بالقرب من 1 = x‏ ولیس (1) . فقد تکون 
fa)‏ غبر معرفة. مثال ذلك لو آن 


2+1 
fe 





шаа d 





/f(0.998)2 999 ني‎ f(0.998)= 2: 
2.001 
1.001(< 2.001 à. /(1.001)- 2 . 


وكلما اقتربت X‏ من أكثر زاد مقدار f(x)‏ فنجد 
f(1.00001)= 2.00001‏ و 2.0001 f(1.0001)=‏ 
وهكذا آما fa)‏ نفسها Јаз‏ إلى مالانهاية 1( غير معرفة . 
2 3 
واتخذنا مثال آخر مثل تب رر نجد آن, بالقرب من 2 = X‏ 
Fe‏ 
f(1.999999)=1.333332000 . f(1.9997)=1.332933363‏ 
f (2.00000) = 1.333334667 . f (2.00002) = -- 0‏ 
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0 
بينما fe),‏ ی غير معرفة. 


وضح مما سبق UIS ail‏ اقتربت Х‏ من 2 اقتربت fx)‏ من العدد 3- 1.333333333 


ولكن لا مکن التأكد من ذلك لأننا مجرد حسبۂ قيم مختلفة اختيارية للدالة لقيم للمتغير X‏ 
قريبة من 2 . ولكن نعطى نقاشاً مقدما لهذه النتيجة دعنا نحلل البسط وا مقام لعوامل على النحو 


التالي 
2 
x )×-2(‏ 
f(x)- 3(x- 2)‏ 
utbs‏ أن 0 2 - × ولأن X‏ قريبة من 2 ولا تساوي 2 نستطيع حذف العامل (х-2)‏ 
qua‏ 
۷ 
کد د 
2 
وبيان f‏ هو إذا روا دو محذوفاً من النقطة )4/3 ,2( یا هو واضح 8 
JS‏ )39( . 


ویتضح من هندسة الشکل أنه كلما 
اقتربت x‏ من f(x)2‏ تقترب من 
4 

ЕЕЕ 


وعموماً 15 كانت ر دالة معرفة على 
فترة مفتوحة. 4 ینتمی إلى هذه الفترة 





1) كلما اقتربت X‏ من а‏ ( وتظل (X3 d‏ شکل )39( 
فان f (x)‏ تقترب من عدد حقيقي 1 . 
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2 وأنه من ОАЫ‏ جعل قيمة الدالة f(x)‏ قريبة من L‏ بتمدد 85 وذلك باختیار X‏ قريبة 
بقدر كاف من © ( لكن 0 X‏ ). 
فإننا عندئذ يمكننا استعمال الترميز 
lim /(x)= L‏ 
xa‏ 
وتقرأ The limit of f (x) ,as X approaches 0 , 18 L?‏ " 
و f(x)"‏ عندما تقتزب x‏ من هي 
وقد نکتب a ws /(х)-1‏ ج × 
وذلك يعني على بيان f(x)‏ أن النقطة (x, f (x))‏ تقترب من النقطة (a, L)‏ 
كلما اقتربت × من 4 . 
ففي امثالین السابقين نكتب 
1 1+ . 4 2ر2 تر А‏ 
قيمة غير معرفة = ,11111 “ = lim‏ 
x1 [x - 1]‏ 2 38-6 4-23 
پلاحظ )15 عرفنا النهاية باستعمال جمل "تقترب من" و "تؤول إلى" بالبداهة؛ ولکننا سوف نضمن 
البند القادم تعریفاً رسمياً للنهاية بعيداً عن هذه الصطلحات. 
آحیاناً نعرف أن f(x)‏ تقترب من عدد معين كلما اقتربت X‏ من 4 ولکننا لا نعرف هذا 
العدد. عندئذ نستعمل التعبی lim f(x)‏ موجودة ویجب لانتباه إلى أن حساب» 





xa 
خارجة عن‎ f (a) أن قيمة الدالة‎ 3 (s X ۶ 0 يجب افتراض إن‎ lim f(x) 
xa 
وان حدث أحياناً . قمثلاً إذا‎ f (a) مساوية‎ lim f (x) الموضوع فليس بالضرورة أن تکون‎ 
xa 
کانت‎ 
x-] 1 
f(x)- x-1 
3 x=1 
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А x? -1 . I 
lim — = lim / (x) فان‎ 


f()-3 ینم‎ 


في حالة التعبیرات الجبرية البسیط نجد أن إيجاد lim f(x)‏ هو آمر بسيط . فمثلاً عندما 


xa 

f(x)2 3x1 
lim / (x)= lim Gx + 1) = 3(4)+1=13 

x4 х4 
من‎ lum عدد موجب قريب‎ € X = 4+ € قريبة جداً من 4 مثل‎ X إذا اتخذنا قيمة‎ ШУ 
4+ e) -3)4 (+1 صفر فان‎ 

ع 131 < 

باتخاذ € أصغر فأصغر حتى تصبح تقریباً صفر فان 3 )0 + 4) à. f‏ هذه А‏ 


lim f(x)» f(4) 


وببساطة یکون» 
lim Vx? +9 =v16+9=5. іт (2х-3)= 2(4)-3= 5‏ 
x4 x4‏ 
lim Ух+5 =4 . lim [2 +1)=10‏ 
х-»-3‏ 11ج 
إن بعض الدوال الخاصة التي یتحقق wë‏ تساوي lim f (x). f (a)‏ تسمی دوال مستمرة 
xa‏ 
أو متصلة وسنعود إليها فیما بعد, عندئذ نحسب النهاية lim f (x)‏ بالتعویض عن © = X‏ 
xa‏ 
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ولكن في دوال آخری لا نستطیع استعمال التعویض امباشر السالف الذكر فمثلاً 
x*«x-2 (x-1(x«2)‏ 

x-l ٭‎ (x41) 
ومن المسموح به حذف العامل المشترك بين البسط والمقام‎ X — 1 6 0 وها أن 1 6 , فان‎ 


- +2 , xz] 


: رې 
(x-1)‏ وينتج عن ذلك أن بيني  < × + 2 QT o gel‏ مماثلان 
X —‏ 
ماعدا عند لاک x‏ :لان النقطة )1,3( تقع على بیان افعادلة 2 + y — X‏ ولا تقع de‏ بیان 
x’ +x-2‏ 
الدالة — — — = у‏ كما هو موضح Š‏ شکل )40( . 
DONT‏ 














y y y 
X X 
X +2 و‎ (2 f(x)=x+2 
(1 x-1 х-1 lim f(x)=3 
l ES X 
2 х-1 در‎ 1()-3 
lim л(х)=3 g()- 9 
x91 0 
h(1)- 2 نقطة )1,3( محذوفة‎ 
حنفت‎ (13) uai 


(40) JS 
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مثال(1): آوجد النهایتین, 





Т х-9 . 2x? —5x 42 
IM 7 ‹ ТИ аа 
x9 Ух -3 x2 5x? —7x-6 
الحل‎ 
ما أن التعويض الباشر يعطي‎ 
Di —5x+2 0 


lim = =‏ 
хэ2 5х^-7х-6 0‏ 
x—2 ..‏ ليست في نطاق الدالة أيْ أن 2 ع 0,3 + 2 - X‏ إذن النهاية تصبح, 


“(х-202х-1) تت‎ 27-1 3 





E‏ او 


х-9 


Ух -3 





035« التعویض مباشر 9 = X‏ في المقدار 


0 
— نو 9د‎ 
إذن,‎ X - 9 20 3 
( ضربنا في الرافق‎ ( 
۱ Gees 
C x—3 ہے‎ х-3|/х-3| 
. (х-9ХУх-3) 
= lim 
x9 (x-9) 


x9 
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مثال(2): آوجد النهایتین 











: sinx ,.. : sinx ү. 
Jim = Gi. lim= (i 
x0 X x0 X 
f(x) مناسبة وحساب‎ X باختیار قيم ل‎ 
الحل‎ 
sin x f 
f(x) = نکون جدول للدالة‎ 
х 
0 القريبة من‎ X لقيم‎ 
0 y = sin х/х 
0.01 0.999983333 
-0.001 0.999999833 
-0.0001 0.999999998 
0 L 
+0.0001 0.999999998 
+0.001 0.999999833 
+0.01 0.999983333 





sin x 





نلاحظ أن التعویض الباشر 0 = × يعطي Jim z‏ ولکن الجدول الموضح eel‏ 
х-0 X 0‏ 
sin x‏ 


يعطي قیم تقريبية للدالة = Р(х)‏ بالقرب من 0 = X‏ حيث X‏ عدد حقيقي أو 





هو التقدیر الدائري للزاوية X‏ ویتضح مباشرة من الجدول أنه هکننا تخمین قيمة النهاية 
sinx‏ . 
lim -1‏ 
x20 X‏ 
logio x‏ 
1- 





× - 1 بالقرب من‎ f(x) نکون جدول للدالة‎ (її 
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х f(x)=logx/(x—1) 
0.997 0.434947229 
0.998 0.434729356 
0.999 0.434511774 
1 1 
1.001 0.434077479 
1.002 0.433860766 
1.003 0.433644340 





0.43408 > f (x) > 0.43451 تکون‎ 0.999 > x > 1.001 ц أنه‎ az 
lim / (х)= 0.4343 «Ў ونستطیع التخمین‎ 
хі 


(0.43408 + 0.43451(/2( 





لاحظ Lal‏ آن. 0.4343 = وسنثبت فیما بعد في هذا الکتاب «ОЇ‏ 
logio ©‏ 
1 1087۲ . 
lim -‏ 


xol] X -1 logio € 
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النهاية من جانپ واحد One - sided limits‏ 
عند حساب lim f (x)‏ فاننا نجعل X‏ تقترب من © بقدر كاف فإذا كانت X‏ آکبر من а‏ 


xa 
وبدآنا ننقص منها حتی تقترب من 4 « نقول آننا نحسب النهاية من الجهة الیمنی حيث‎ 


eS. × < 0 
Ши) 


à ووس‎ Cio qoi d Шинэс й ах dedi oodd casis 
على الصورة‎ АДЫЛ فنکتب‎ 
lim /(9) 


xoa 


وشکل )41( یوضح اقتراب X‏ من 4 بالطريقتين . 














شكل )41( 


ولحساب النهاية من اسم آن تکون گر معرفة علی لد 4 فترة مفتوحة (0,6) حیث 
C‏ عدد حقيقي, ولحساب النهاية من البسار يجب أن 
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تکون f‏ معرفة في (a, C) ээ‏ لعدد حقيقي зай. С‏ © ج X‏ يقرأ X‏ تقترب من 
+ 
الیسار من © . 4 ج x‏ يقرأء X‏ تقترب من اليمين من 4 . 
ویکون للنهاية lim f(x)‏ وجود فقط إذا كان . 
xa‏ 


lim/()= - imf) 


xoa 
xa 


lim f(x)= L 


. آما إذا كان‎ 
lim /(x) - L, , lim f(x)= وط‎ 


xoa 
xa 


lim f(x) غير موجودة فان النهاية‎ La أو‎ Li من‎ 314 Li Z L, وكان‎ 
xa 

تکون غير موجودة 

كما في شكل (42) الذي يوضح حالات تكون فيها النهاية الأخيرة غير موجودة 


ту) ===, б) لول‎ |. limf(3)24. туьн» пу) =} пу) =b 
j xu x x 


xu 


Lo‏ # ہا 
0 





شكل )42( 
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مثال(3): 
doeet‏ حت هر لهك f Ce)‏ طط بيان :22555 5 
lim f(x) 0‏ ب) lim /(x)‏ 
х4 HS‏ 
f(4) © lim f(x) (e‏ . 
x4‏ 
الحل 
تخطیط ) gr Cf‏ واضح à‏ شکل )43( 


أ) إذا كان 4 > × . فان 0 < 4 - مر 
ومن ثم f(x)» Nx-4‏ هي عدد 
حقيقيء أي أن f (x)‏ معرفة ومن ثم 
limx-4 244-420‏ 


х4 





(43) JS 


ب) إذا كانت 4 > x‏ , فان 0 > X—4‏ ومن ثم f(x)» Nx-4‏ ليست عدداً 
حقيقياً وبالتالي فان . (غير موجودة Cim /(х)‏ 
x4‏ 


=( وبذلك lim f(x)‏ غیر موجودة لأن f(x)‏ غير معرفة على Bj‏ تحتوي 4 أي فترة 
x4‏ 
روک арха n ай e эм!‏ 


f(4)2 تحسب من التعبیر الجبري مباشرة 0= 4-4 ل‎ f(4) (s 
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مثال(4): 


26513 


ہج er) e‏ وأوجد 


lim f(x)c lim f(x) ب)‎ lim/G) das ما أمكن‎ 
x + x—0 
x0 


الحل 
gr(f)‏ موضح في شکل )44( الدالة غير 


معرفة عند x=0‏ حیث f(0)-‏ 


أ) عندما 0 > x‏ فان ×= = |x|‏ 


X 


| f(x)» - = –] 
lim (х) = -1 o8 


x0 





(44) JS à 


(o‏ عندما 0 < x‏ فان x‏ = | .5-1 - ()ز 
إذن 1= lim f(x)‏ 
хэд‏ 


ج) ها أن النهاية من اليمين والنهاية من الیسار غير متساویتین » ينتج أن 


susct О) dm 
x0 x0 lx 
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مثال (5): 


خطط بیان الدالة گر ء 
24x 2‏ 
f(x)2410 ; x22‏ 


3x پل‎ 5 x22 
lim f(x). lim/(x) limf) ig 
x T = 


x2 x2 


الحل 
البیان gr(f)‏ مخطط في شكل (45) 
lim (x)= limQ + x)= 4 ۵‏ 


2ج 
x2 š‏ 


lim / (x)= lim bx? = 4х) - 4 ب)‎ 
22 х-»2 





شکل )45( 
ج) من )40 ( ب) نجد أن النهایتین الیمنی والیسری متساویتان 
وینتج أن : 4 lim / (x)=‏ 
x4‏ 


لاحظ آن às‏ الدالة عند 2 < gx‏ 10 2 )2( گر لیس لها آي کل d‏ حساب النهاية. 
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1-2 234 


Шах 6 lim lx? +5) © lim(2x+3) ۵ 




















x4 x2 x3 
: 2 . : 
lim le »الات‎ 00 6 Jimil а 
x—(-1) х7 x6 
. x cxt . x? +1 1 
lim 9 lim 6 lim )-1( c 
xo5 13-7 ARE x—z/6 
x + |х 
. 1 | | (10 
2-1 
2 
في التمارين من (11) إلى (24) استعمل الاختصارات الجبرية للمساعدة على إيجاد النهاية إن كانت‎ 
موجودة‎ 
: x? -9 : x2 -x-12 
lim (12 m نف‎ u 
وخ جر‎ х--31 Х + 4x +1 
T 12-16 " 5 کے‎ | 
IM 111 س ہہ‎ 13 
n>4 Nh-2 ЭГ Ux sias 
(x - AY حورب‎ (x+ AY - x? 
lim (16 lim (15 
h—0 h 12:31 h 
А 2—4 А x? +18 
lim تت لچ‎ (18 lim (17 
29-2 z*—2z-8 хэ x-T2 
. Dy ex +x-3 А х? + х2 +3х+3 
lim (20 lim (19 
x3 X — 3 Х-»-1 XT 1 
2 "AX s ورز‎ > рЫВ 
lim Q2 lim —— —- 1 
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xa49 Х-49 و دوم‎ +77 +2 

















. 2-5 
lim 75 
zo5 z“ —10z + 25 


: إن وجدت‎ АЗУ التمارین )25( - )35( آوجد النهایات‎ à 














іт (о) e — lim/(G) ب‎ Ilim (x) ا‎ 
xa Me MEN: 
ғ) 5 ; а--5 (25 
کے رر‎ ۱ а-3 06 
Т(х)-4х-8-х a--8 Q7 
(> ; a=0 Qs 
X 
2 
f(a)= - a-8 9 
Х-6 
f(x)» و‎ a= (30 
f (x)= x + [x] ; а-1.5 (à 
f (x)= x + [x] ; a=2 (32 
aan : а-1 (зз 
1-1 
xcd 
f(x)- а=1 (34 
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في التمارین من )36( إلى )45( استخدام بیان الدالة گر وأوجد الوجود من النهایات الآتية ء نهاية 


f(x)‏ عندما: 


t - + 
X—0. х-э0. x—0 . x3. x—3. x—3 


(37 (36 
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. وأوجد النهایات 489 إن وجدت‎ gr( f ) التمارين من )46( إلى (52) إرسم‎ à 


lim/(x) + — lim/()e | lim/(x) ا‎ 











xa 
xa xa 
2 
f(x)24* 20 a=], (46 
4—x,xzl 
3 
وع وت رع يه وو اا‎ 
3-х,х»1 
4х-2,х«1 
Гк) = , =1 а-1, ав 
4-2х,х»1 
3x - 1, 2 ک‎ 1 
f(x)- , 4-1 (49 
3-х ,x»l 
و‎ «1 
f(x)- , ۵ 21 (50 
1 X 
x qoae 
f(x)» 1 ves , 4-1 (51 
x!-x-Lhx»l 
2 
- EE 
213 мын 
а- عندما ول و‎ fG)- 6 , =2 (52 
x +3х+2 5 
х-1 
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: التمارين من )53( إلى )60( استعين بجدول مناسب لایجاد قيمة النهاية وأثبت ما يلي‎ à 








lim (1 + x) & 2.72 (53 
x0 
lim + 2x)” 24034 وی‎ 
x0 

Х-9 
lim بح‎ 9 )55 
وپ ودر‎ 

۳و ابر 
lim| = < 6 6‏ 
x0 2‏ 

X 
lim z 9 (57 
x1 Хх 
lim x” =1 (58 
x0 

(zx/2) 
p = نج‎ —1.571 (59 
хэ! Х-1 
tan x — 2x 
--1 (60 


im ~~~ 
x52 XCOSX 
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بند 2 - 2 تعريف النهاية Definition of limit‏ 
سوف نعطی الآن معنی دقیق للجملة У.‏ تقترب من L‏ عندما × تقترب من 4 والذي 
رمزنا له « 
limy= L‏ 
xa‏ 
ob‏ نرفع Y‏ أن تبقی قريبة جداً من L‏ بجعل قیم X‏ قريبة من 4 . 
فإذا كان € هي عدد موجب حقيقي صغير یکفی ОУ‏ تکون 
ع +( > > ] 
E‏ 6> 1 - ب 
فاننا نقول أن y‏ لها سماحية € عند £ . ومن ثم» القول أن y‏ لها سماحية 0.01 عند L‏ يعني 
|у — L| < 1‏ أن على بعد أقل من 0.01 عن L‏ 
بالمثل لنعتبر عدد حقيقي موجب صغير Ó‏ يعطي سماحية © عند 4 › 4 # × X d.‏ لها 
© سماحية عند Q‏ إذا كان 
0«|x-ó|«ó‏ 


a—ó«x«a-có , хха j 
یکون‎ У ob سماحية‎ XJ يوجد عدد © > 0 بحیث إذا كان‎ 0 XE فإذا كان لأي عدد‎ 
co L لها سماحية © عند‎ 
lim y=L 
xa 
في الفترة‎ V في الفترة ( 0999,1001 ( تکون‎ X eë ولتقریب الفهوم » إذا كان لجمیع‎ 
لها سماحية 0.0002 عند 3 فإننا‎ Y لها سماحية 0.001 عند 1ء و‎ X أيْ‎ (2.9998,3.0002) 


مقول آن 





lim y=3 
x1 
(1-2) البند‎ Š نخمن قيمة النهاية باستعمال الجدول‎ US كما‎ 
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es‏ فان os lim y=L‏ أنه لكل 0 >€ يوجد 0 < Ó‏ بحیث إذا کان 
xa‏ 
0«|x—a|«ó‏ فان |y- L| <e‏ 


تعریف النهاية 
" إذا كانت y‏ معرفة على فترة مفتوحة تحتوي على 4 ء ماعدا أحياناً عند Q‏ نفسها , وکان L‏ 
عدد حقیقی . فان الجملة ‹ 


lim /(х)-1. 
xa 
فان‎ 0 «|x—a| > ۵ بحیث اذا کان‎ Ó < 0 یوجد‎ E> 0 تعنی أنه لكل‎ 
|f(x)- L| > ع‎ 
السماحية‎ | / )3:( L| <E والمتباينة‎ Ó 0ء السماحية‎ > |× - a > Ó وتسمی المتباينة‎ 
= 


وهکن كتابة المتباينتين بدون استعمال القیم ال مطلقة على النحو : 
0-٥۵ > > +۵ ,xza‏ للسماحية Ó‏ 
L- e« f(x)« L+ e‏ للسماحية € 


وشكل )46( هثل المتباينتان على خطی آعداد . كما چکننا صياغة تعریف النهاية السابق بطريقة 

آخری كما يلي : 

lim f(x)eL‏ تعنی أنه لكل 0 >€ پوجد 0 > Ó‏ بحیث إذا gib X‏ الفترة 
xa‏ 

'(L- e L* e) قع في الفترة‎ f(x) فان‎ x € a (a—ó,a- ó) 

وإذا كان للدالة АЩ f(x)‏ عندما تقترب X‏ من 4 » فان هذه النهاية وحيدة. 
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0«|x—-a|«ó 


X سماحية‎ (D 





شكل )46( 


مثال(6): آثبت باستعمال التعریف الرسمي للنهاية أن 
lim=(3x—5)= 7‏ 
x4‏ 
الحل 
نل Lo7.a-4. f(x)23x-5‏ وتحاول اوات 941 S‏ 

0 >€ :ہکن ایجاد 0 < Ó‏ بحیث إذا کان Ó‏ > 4 - ×| > 0 
فان > |7 - (5 - 8x‏ . على النحو التالي : 

(3x—5)- 7| > 

Bx - 12| «e 

B(x - 4) «e 

3x - 4| >> 


х-4 په‎ 
3 


2و 


» إذن باختيار > > 8 نحصل على‎ 
0 > 2-4 > 6 
0«|х-4 <Š 
3 
0 > 3 - 4 > 
0 > Bx - 12| >> 
0«13х-5)-7| >> 


هذه التباینات المتكافئة تحقق املطلوب وأكملت البرهان. 


مثال(7): 
ی e‏ : 
اثبت آن Hm x =a‏ 
xa‏ 
الحل 
نفرض أن 0»€. 
p? - (| >>‏ 
(x - aX? + ax + a”) >>‏ 
2 2 
|x - al É +ax+a |«e‏ 
e‏ 
к-а <‏ 


2 + ax + ۾‎ 


E 
0«| 2-4 <= 
€ 
.یکون‎ Ó = — لكل 0 <€ , بأخذ‎ .“. 
a 
0«|x-a| <8 


К 3 3 
lim x =a 


xa 
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f(x)» x° s.a > 0 аы 
علینا أن‎ є»0 ومن ثم أي‎ L= a° 
في الفترة‎ X بحیث " اذا‎ Ó < 0 نجد‎ 
(a — ۵,» + 8) 

و ۵ 6د فان X‏ في الفترة 

: ےت‎ е) 





(47) شكل‎ 
اس‎ Sua وکا لات‎ e e SE ukuy АР نمس کل‎ 


у= x° 
3 3 
(x, o? ) لنقطة‎ Na —€. Ya + € Ga. XOU نقطتن احداثباتهما‎ à 
تقع في الفترة الفتوحة‎ X على النحنی بين هذين الخطين الأفقيين إذا كانت‎ 
3 3 
1 Na رع‎ Хас e) 
عدد موجب أصغر من كل من ء‎ Ó إذا ما اخترنا‎ 
3 3 
كما هو في الشکل‎ . 0 - E> 0 مع بقاء‎ а- үа-є . Na'*e-a 
واقعة بين الخطین‎ (x, o ) ааш تکون‎ A عند‎ Ó سماحية‎ X إذن عندما يكون ل‎ . (47) 
a E ba x یکون للدالة‎ dl. y = 4” + € الأفقيين‎ 
في‎ X) عد عر فان‎ a ,)4 - 8,0 + 8( في الفترة‎ x هذا البحث الهندسي یثبت أنه "إذا كان‎ 
ويمكن تكرار نفس الفحص عندما 0 > © وبذلك ثبت‎ (a-e 1 g 2 الفترة‎ 
lim х =a? » المطلوب‎ 


xa 
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مثال(8): اثبت باستخدام التعریف أن 








-1 
lin ——— -2 
х1 X — 
الحل‎ 
а=1.1=2. f()- - 35 
f(x)- L| «e , є»0 
2 
Д 2-2 «e , є»0 
х-1 








х2-2х-1 
اس‎ <E 














| - 1 > > 
oso ۵ =€ . €» 0 بأخذ‎ os 
f(x)-2]| «e2 0 > |x - 1| > ó 


إذن 





ا 
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تمارين 2-2 


اثبت باستعمال التعریف الرسمي أن النهایات الآتية صحيحة أو باستعمال الرسم. 


lim =2 0 
x2 
lim(-3x) - -15 о 
x5 
lim(2x+3)= 5 G 
х] 
lim(5x-3)27 «4 
x2 
lim4 < 4 (5 
x5 
[111 € = © لكل ٥ءء حقيقيتان‎ (6 


xoa 
. Cc b c a لكل الأعداد الحقيقة‎ Jim(ax+b)=ac+b (7 


xc 


а> 0 لکل ه حقيقية.‎ > limx” =а? (в 
xa 
M "M ЭР 
а> 0 لكلة حقيقية.‎ > [11997 =a (9 
xa 
а> 0 لكل حقيقية,‎ . мх = Va (0 
xa 
بو د‎ 3 
لكل هحقيقية. 0 < و‎ . lim Vx= Ja a 
xa 


12( کرر التمارین ۰8 ۰9 11 لكل ۾ حقيقية ء 0 > 0 


13( استعمل طريقة الرسم اللستعملة في مثال )7( لاثبات أن النهایات الآتية غير موجودة . 


1 ; 1 : x +1 
lim vx-1. lim = dim ٢ lim 


х1 ا اد‎ х-0 x х-»-1 х + 1 


مو 


بند 3-2 : آسالیب Мэн!‏ النهایات 
إنه من الجهد لتحقیق Gi‏ نهاية باستخدام التعریف. وذلك فان هدف هذا البند هو 
تقدیم مبرهنات تستخدم لتبسیط مسائل النهایات. لنبدأ بأبسط الدوال وهي xs f x)me‏ 
ol‏ 
0 = مدع اح f(x)- d‏ 
وحیث أن ع > 0 لكل 0 »€ ینتج أن f(x)‏ نهايتها C‏ 
كلما اقتربت X‏ من أي عدد حقیق 4 . 


lim/(x)2limc-c (1) 


xa xa 
«oi أيْ أن نهاية مقدار ثابت هي المقدار الثابت نفسه . وبالثل هکن إثبات‎ 
linx-a (2) 
xa 


المعادلتان )1( « )2( تعتبران آول Š Аала‏ هذا البند 


Hm7=7 < lim8=8 
x—>ll x3 

lim х= У2 < limx=5 
x42 x5 


وهذه المبرهنة على بساطتها سنری آنها تستخدم لایجاد نهایات معقدة ومرکبة» باستعمال المبرهنات 
الآتية : 

مبرهنة: 

إذا كان Пит g(x)= M ٠ lim f(x)= L‏ موجودتان» فان 


xa xa 


іт) + g(x))- 2M (3) 


xa 


limL/G)sg(x)]- LM (4) 


xa 
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4 _ )کار 
s ©‏ رو 
c (6)‏ اي عدد , lim[of(x)]- eL‏ 
xa‏ 
limL/(x)- (0) = L-M (7)‏ 
xa‏ 
(s‏ آننا نستطیع 533 المعادلات من 3- إلى 7 على النحو 
3( نهاية المجموع = مجموع النهایات 
4( نهاية حاصل ضرب دالتين = حاصل ضرب النهايتين . 
5 نهاية خارج القسمة = خارج قسمة النهايتين بشرط عدم انعدان ا مقام . 
6( نهاية مضروب А‏ في مقدار ثابت = نهاية الدالة في القدار الثابت . 


7 نهاية الفرق هو فرق النهايتين . 


:(1) نتيجة‎ 
lim(ax + b) = ac +b )8( 
Х-ЭС 
«o8 
lim (ax + b) = limax + limb 
Х-ЭС хс Х-ЭС 
- alimx-* ^ 
хс 
= 0+6 
:(2) نتيجة‎ 
1 
راهن‎ - 2^ - а) 6) 
xoa xa 
«oS 


lim [/G)]" = tim [/6)./(x)......... 


xa xa 
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xa xa 
- Jim e) 
xa 
ep 
:)9( مثال‎ 
آوجد النهایات الآتية‎ 
1 3 . 3x+4 
Шах < lim 
xoa x2 5x +7 
lim (5х5 +3х2 اتد‎ imei 
x-2 x-1 
الحل‎ 
im 3x + 4 
NEIN اسنا‎ : ) 3(2)+4 10 
دېل‎ (5547) 5(2)+7 17 
x2 
3 
lim x° (х) = а) 
x2 x2 


5 
lim Gx +1) = | lim (3x + ) -(-2p --32 
х-»-1 х-»-1 

lim (5х5 «3x2 +33)= 5-2) +3)-2( +33 
х-»-2 


--40-12-33-5 


مېرهنة: 


1 إذا كانت f‏ کثبر حدود. 4 ээс‏ حقیقی فان 


lim /(x)- f(a) (10) 


xa 
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2 ذا كان q‏ دالة قیاسی. Я‏ عدد حقیقی فان 


іт (х) = q(a) (11) 

xa 
البرهان:‎ 
إذا كان‎ 


f(x) - b,x" + b, ax" 1 + ...+ bo 
lim f(x) lim b,x” [+ lim ریق‎ (+...+ lim رڈ‎ 
xa xa xa xa 
n 71-1 
- 5, lim J + Жү J + ... + bg 
xa xa 


= b,a” + b, 1a" أ‎ +..+ bo 





= f(a) 
(39d ~ ОЁХ) 20 اضف‎ 
3ے‎ 
"is 
lim / (x 
s - xad 2 fla) - 
فان ۶ھ‎ 


xa 
. ونترك للطالب برهان ما يلي من مبرهنات‎ 
حقيقي صحیح‎ soe 71 . 4 < 0 لأجل‎ 
أو 0 > 4 . 7 عدد حقيقي فردي‎ 
. nh n 
lim Ух- va (12) 
xa 
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limx"" =a™” (13) 
xa 
عدد حقيقي موجب ء‎ 7 ey 
тх =a” (14) 


xa 


lim 4 /(x)-" [lim f(x) (15) 


xa xa 


مېرهنة السندوتش Sandwich Theorem‏ 
إذا کان f(x) € h(x) € g(x)u‏ لكل X‏ في فترة مفتوحة تحتوي على (d‏ 


وکان 
lim / (x)= L = lim g(x)‏ 
xa xa‏ 
فان 
lim h(x) = L‏ 
xa‏ 


فإذا كانت >> 4 2 0-4 b-4.‏ 
فلابد أن 4 > ] > 4 أي 4 - 72 . 


مثال (10): 
استخدم مبرهنة السندوتش لإثبات أن 


lim x? دا‎ - 0 


x0 


-15 اه‎ “1 
x 


22271277 × = 0 oiu 


الحل 


101 








. 1 
5 xt sd <x? 
X 
x ج‎ О بأخذ النهاية لا‎ 

۱ 2 os "E 
іт (х (> lim| > | > lim* 
x0 x>0\ x x0 
1 


«0 


Ncc = А 


0 « lim x? се 
x 


x0 
٢ 
TOR A اڑا‎ 
lim x“ sin — - 0 
x0 x 
:)11( مثال‎ 
c آوجد النهايات‎ 
3 Е | ۱ 
lim У3х2-4х--9 (й ووو ان‎ A 
x5 lim — p 
x8 
ДУР 
X 
کا‎ 7 
lim 1] (iv lim 1+ Jx-2) (iii 
vse б х-»27 
adi 
2 
2/3 3 
Um 24x 85 9348 4462 وب‎ — 
X X 
3132 3 3 7 
lim v3x?-4x49- 475-2049- 464-4 (й 
x5 
lintea ee Ја (iii 


х-»2" 


27:29 تقع ق نطاق .Ax-2‏ 
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:)12( مثال‎ 
1-Х-41-х ۱ 1 
lim y y < أوجد النهاية‎ 
x0 X 


الحل 


نم 
© 


=È deas‏ کے - (0)/ قيمة غير معرفة 
ولكن إذا ضربنا البسط والقام في مرافق البسط تصبح 
ہہ EE‏ 
وب اده وس ]لا x‏ 
Е (1+ x)- (1— x)‏ 
M A= x)‏ د xe‏ 


e 2x 
وري‎ Ша ہے‎ 


ها أن 0 X Z‏ إذن تحذف X‏ من البسط والمقام وتصبح 


° 


f()- 


lim / (x)= lim 
x0 د‎ xao له‎ x + له‎ x 
1 2 22 zi 
41-0-41-8 1+1 
:)11( مثال‎ 
باستخدام مبرهنات النهایات . ]13 كانت موجودة‎ АЗУ آوجد النهاية‎ 


lim) اس‎ 





الحل 
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/0)-(2| 0-0-٨ 


dl‏ أن f(0)‏ غير معرفة» وبإجراء بعض الاختصارات الجبرية ء 
&z 8‏ )1( 
۴١‏ ` 
شرب ف اتا 
تحت انس 1 
(+۔لہ+1) ا+لى h‏ 
)059112 
+ + + 
1-7 1 
(Oh ЛЕВА‏ 
А -1‏ 
TET +1+7‏ دو 1 
1 1- 


Еро 2 


النهاپات التي تشمل امالانھایة 
عند إيجاد النهاية الیمنی أو الیسری 
لدالة f‏ عند © قد نجد f(x)‏ 
متزايدة بلا حدود أو متناقصة بلا حدود. 
ولتصور ذلك دعنا نعتر الدالة 

X 


شکل )48( 
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« موضح في شكل )48( وهکننا تبیان أن‎ gr(f) 


غير موجودة lim‏ 
ا 
والجدول ЗУ!‏ يوضح بعض e$‏ الدالة 
بالقرب من 1< × . 
х 0.97 098 | 099 | 1 | 101 | 1.02 | 103‏ 
f(x) -32.3 -49 -99 ? | 101 51 34.3‏ 





























نجد أنه كلما اقتربت X‏ من اليمين نحو f(x).x=1‏ تتزاید بدون 3947 معنی 
ud‏ نستطيع أن نجعل f (x‏ كبيرة حسب الرغبة باختيار X‏ قريبة من 1 بالحد الكاف ولكنها 
أكبر من د مثل 1.00001 = × حيث تكون 1.00001 = (1.00001) . فنقول . 


: X 
lim = =% 
)وې‎ 37 
+ X : 
xol us ——-oj 
x-1 
حقيقي» وإنما هو رمز اصطلاحی نستعمله لتبیان سلوك الدالة. و‎ элс ثل‎ У (مالانهایة)‎ OO الرمز‎ 
9) 00 إلى 1 من الیمین» اقتربت — من‎ X ثم على الرغم من آننا قد نقول كلما اقتربت‎ 
x-1 
(00 توول إلى‎ 
x1* 
f(x) آما الرمز )00-( (ناقص مالانهاية) فلنستعمل بأسلوب مشابه لیعطی دلالة على أن‎ 
) تتناقص بدون حدود ( تأخذ قيمة سالبة 8,45 جداً‎ 
«oi لذلك نقول‎ 7(0.9999) = —9999 ,x = 0.9999 فمثلاً عندما‎ 
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5 X 
lim ms 0 
x>17 %7 


۳ Х . 
xol us ——-—-—oj 

х-1 
لنعتبر الآن النهاية من الجانبین الموضحة في شکل )49( لدالة اختيارية‎ 





شكل )49( 


f‏ نسمی الخطان X 0 .X = D‏ خطوط رأسية تقاربية (Asymptotes Vertical)‏ للدالة 
f‏ . لاحظ أنه لأجل f(x)‏ تقترب من X — D ,٥٥‏ من كلا الجانبن الأمن والأيسر. Jes‏ 
(x)‏ تقترب من 00 -, 4 — X‏ من كلا الجانبين الأمن والأيسر. 
|13 كانت نهاية f(x)‏ من хө!‏ الجانبین هي 00 ومن الجانب الآخر 00 -» كما في شكل )48( 
نقول أن lim f (x)‏ غير موجودة. 

xa 


مثال )12(: 


7 
251311 موجودة 


أوجد 
d‏ 2 
x—4 (X — 4)‏ 
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الحل 
إذا كانت X‏ قريبة من 4 4 X‏ فان 
(eui (4)‏ 
من ثم فمقلوب )4 - (x‏ 
1 
(4-) 
لا پوجد عدد حقيقي 
اَي نهاية للمقدار 


> موجب ومتناهي Š‏ الکبر . 








(24) 
7 
(к-а) 


النهاية إذن غير موجودة, ШУ‏ نستطیع أن نجعل T‏ كببرة كما نريد على حسب اختيار 
(x -4)‏ 





محددة ما X‏ تقترب من 4 





X‏ قريبة بالقدر الكافي من 4. وبما أن تتزاید بدون حدود . نکتب 





(x -4) 


lim- a~ 
x4 (x — 4. 
7 





بيان الدالة 5 f(x)»‏ موضح Š‏ شكل )50( . الخط 4 = X‏ هو خط تقاربي رأسي 
(x- 4)‏ 

f am 

مثال (13): 

آوجد ما هو موجود من النهایات الآتية 


1 
lm-——3 ‹ lm سم‎ . lim تسم‎ 
x22 (x e 2y وې‎ (x па 2) х-»27 (х = 2) 
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الحل 
في جميع الحالات الثلاث النهاية غير موجودة 
oS‏ امقام يؤول إلى удо‏ عندما X‏ تؤول إلى 
2 

وبالتالي يول الکسر إلى قيمة غير محدودة. 


شكل (51) 





1) عندما X‏ قريبة من 2ء 2 > 3 2 
X—2‏ قريبة من 0 
lim A‏ 
хэ2-(х-2)‏ 
2( عندما X‏ قريبة من ۰2 2 < × , X—2‏ قريبة من 0 
1 
وسالب 90 = —— lim‏ 
3 
x2* (x - 2)‏ 
ОУ 3‏ النهایتین من JS‏ جانب آحدهما 00 والأخرى 0 —. نستطیع استنتاج 
1 : 
غير موجودة 5 lim‏ 
x22(x- 2)‏ 


بيان العادلة = Y‏ مرسوم Š‏ شكل )51( . والخط 2 = X‏ هو خط تقاربي رأسي 


اکا 


. كبيرة جداً‎ |x عندما تصبح‎ L зэв الآن قطاع من الدوال تقترب قيمتها من‎ АЗ 


3+ 2 
f(x) =‏ والموضح بيانها d‏ شکل )52( 





لنعتبر الدالة ء 


ولنكتب الدالة على الصورة 
3 
f(x) =2+—‏ 


X 
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واضح أنه من ا ممكن جعل f(x)‏ 
,42 من 2 بقدر كاف باختیار X‏ 
كبيرة بالقدر الكافي فنکتب . 


7 2 Д 3 -2 
хоо X 





(52) JS à 


وتذكر Ulo‏ أن ОО‏ ليست оде‏ حقيقي وأنه У‏ هکن التعویض عن OO . X‏ نحن نفکر في X‏ 
بأنها تتزاید بدون حدود أو آنها عدد كبير جداً . فاذا جعلنا تتناقص بدون حدود (gl.‏ جعلناها jsb‏ 


قيمة سالبة متناهية في الکبر f (x) ов‏ تؤول مرة آخری إلى 2 . 
3 

lim (243 =2 فنکتب‎ 

X‏ مجر 

ونصیغ OVI‏ تعريفاً دقيقاً للنهاية عندما تزداد X‏ بدون حدود . 


- یف 1 
إذا كانت گر معرفة في فترة لانهائية L io оле C (c,00)‏ عدد حقيقي . فان 


lim /(5)-4‏ 
مور 
تعنی أنه لكل 0 E>‏ يوجد عدد 0 < M‏ بحيث إذا كان X < M‏ . فان 


f(x)- L|«e 
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- يف 2 
إذا كانت گر معرفة في فترة لانهائية оле C (ә, с)‏ حقيقي, оле L‏ حقيقي. فان 


lim /(x)-L 
X—-—00 
فان‎ , > N بحيث إذا كان‎ N > 0 تعنی أنه لكل 0 »€ , يوجد عدد‎ 
زا‎ )( - L| > > 
‹ ومن النتائج الهامة التي نستعملها في هذا النوع من النهايات‎ 
. أي عدد قياسي حقيقي‎ ٠ lim с=с 0 
x— 0 
? C 
. أي عدد قياسي حقيقي‎ K > lim —=0 e 
00ج بر‎ X 


وبشرط x*‏ معرفة دانماً . 


مثال (14): 
د د رف 
اوج ہے lim‏ 
xo-—o 21 +3x+2‏ 
الحل 
od as‏ جات فان کا سس 
1 2 
+2х-1 82-1)‏ م4 . 
ہے سے ہے مو اھ lim mx mr‏ 
x 27 312 A 3 3‏ 
اع رم ارس 
X x?‏ 
28 نے 
2-0-0 
2 
وینتج أن 2 Ул‏ هو خط تقارب آفقي لبيان الدالة 10ہ 
2х2 +3x+2‏ 
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مثال (15): 


آوجد النهایتین ء 
2x? -5‏ ۱ ب 31+ 
lim — (ii lim —— 0‏ 
x X +x+3 xoo 3x +x+2‏ 
الحل 
5 
۳ = 23-5 
ШП22,.,») ШШї3-1 71‏ 
xo 32 + 2+2 xo S ec am.‏ 
3 2 
X x x‏ 
2 2-07 
| =- - - = 00 = 
0 0+ 0+ 0 
NA4x* + 3-1 ..‏ . 
lim (ii‏ 


X—o x?4x43 


JAx^ + 3x-1 


42 
= lim —5 
xo X ر+‎ +3 


2 
X 


له 
X X‏ —- 
x> ]+-—+—‏ 


X х2 


NAO O M 
1-0 +0۳ 1 
. هو خط تقاربي أفقي لبيان الدالة‎ y = 2 Бэ! 
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- يف )3( 
إذا كانت أ معرفة في فترة مفتوحة تحتوی 4ء ماعدا أحياناً عند 4ء فإننا لو كتبنا 
م - lim f(x)‏ 
xa‏ 
تعنی أنه لكل 0 > M‏ بوجد عدد 0 > Ó‏ بحیث إذا كان ó‏ > - ×| > 0. فان 
f(x)» M‏ 
وشکل )53( یوضح عناصر هذا التعریف . كما يلي: 
خذ أي خط أفقي у= М‏ كما à‏ الشكل 


.)53( 

إذا کان مہ lim f(x)»‏ فانه كلما كانت 
xa‏ 

à X‏ فترة مناسبة 


bë تکون‎ xa {а-5,а+5) 
المنحنى الذي یبین  واقعة فوق الخط الأفقي.‎ 
ب‎ M < 0 وهکن تغییر التعریف باستبدال‎ 
f(x)«N ب‎ f(x)» M و‎ N «0 
(53) شكل‎ 
lim f(x) — لنحصل على تعریف‎ 
xa 
هذا الخط كلما‎ ЈАЛ ав gr( ( سالبة ). فان‎ 7۷ ) y Ñ خط آفقي‎ SÍ bissl فإذا‎ 
. × 0 6 - 6,06 + 6 ( في فترة مناسبة‎ X كانت‎ 
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مثال (16): 


: آوجد النهایات الآتية‎ 
و‎ Г ОЕ 25 
1m : 1m 
و و‎ ipie مرت کرب‎ dag 0-7 
الحل‎ 
2" +3۳ -5 
23 +3 -5 li 443 کو‎ 
1m = Hm 
MET MES ue 3* 
X 
Jas 
۱ 3 3х 
= lim 


|243-2 هې 
3 3 


2 X 
lim 3 =o . lim 8 -0 ما أن‎ 
موجر‎ X— o 3 
Т 2*43'-5 01-0 1 
эрэ Даа 1 0423-0 3 
t> 00.—1 ب‎ X استبدال‎ с X — —00 لایجاد النهاية‎ 





إذن 


11. 
ار وه‎ 5-75 27 3! 
IM = — Q 1 
ДЕЕ du pace Lb 


شب لظ dedito‏ 2 
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Ї 
1- 6 — 5x2! 
۱ 3 
= lim 
. 4x2 +37) -1 


I 1-2 
-lim سی ہے‎ 
t>» 4x2 -1 
E 
212 
2 
п 1 





1 
0-5 5 


=A 
£50 4. 


4-0 4 


incu e rie 27000 
im = lim 
و‎ rm لودو‎ 2 
а>1. lim a” = 0 باستعمال القاعدة‎ 
Х--»--00 

d 0 +0 -5 5 

= = = النبارة 

UU 4+3x0-0 4 
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تمارين 3-2 


آوجد النهایات الآتية إن وجدت بدون استعمال التعریف وباستعمال المبرهنات. 


lim )6-2۳" (2 lim 6 (1 
2 3ج‎ 
2 x و رت‎ 
lim 2۲۷ 9 - x (4 lim E ER E (3 
x37 хэ2 (x-2) 
lim ES - رم‎ + 7) 6 lim 3 (5 
x——2 x—6 
2 
—2x—3 
lim "m -25-3| (8 lim 3 2 (7 
Р نوم‎ X° + 5 + 6 
lim (sx? — 9х - 8) (10 lim x مه‎ 
x4 х-»-4 
3 
lim NIk FA 3k «2 a lum IIT 7 
/ 2ب‎ xo-2 x -6 
lim (2 + 24 — x?) (14 lim x (13 
2جېر‎ x3 
lim v? (3v — 4)9 — 2. ae lim p (15 
بډ‎ 3 х-э16 NX - 4 
lim (3t 4 417: + 9) (18 lim 3x-4 (17 
t3 x4 
2 
— 7 410 l/x)- (1⁄2 
lim 2 ё m (20 lim (1/x) (1/ ) (19 
x2 x —64 хээ? х-2 
lim (43.1416) о т (-4х-2) «m 
іл х-»-2 


(23 


سيج Nm‏ ری سوا im‏ 
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li E 7 2 li x—5 = 
ТИ IM 
xm 2 7 х-»-2 4х +3 


li 9 8 9۳ (28 li +) (27 
IM IM ۳ 














х1 x1 
6x -1 5 |: 2х-1 7 
ےر‎ 223001 
1 16х22 201 24 x + х"? ۳ 
НЇ = im 
х-»-8 4 — x4? x16 “2223 
2 
im 2 2 E (арт (- 2x 5) (33 
xo-4 16< + 8x - 7 x1 
2 
ړرې‎ 2 3 
lim LE (36 lim 4x? —5x—4 (35 
x1 Au^ =s 1 x-4 
و‎ 
lim 2 (38 lim (3x — І) (37 
х-э12 6х -7х+ 2 х-»-2 
3 
ېوا‎ 5x - 3x? 
lim T x (40 lim ~ xf 4+1 (39 
x3 ON. em 1 Х-»-2 
-2 
lim 5 عم‎ lim Gx-8)? (41 
х-2 X — 8 x3 
یی‎ 4-464 x M л 
lim (44 lim (43 
x0 X хэл ۷ ۲ ۲ ۲ 
+10 x 
lim ي‎ (46 lim (e-3) (45 


x2-10- 4(х+10) 3+ 
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4 


۱ x? -16 
1۳ (47 
وج‎ х-4 
Т x—A2x-1 7 
m 49 

72-2 لمح يواه xp‏ 

1 2х-14Х-2 
lim 7 (51 
x— 2" x^—4 

تا 
[x] ”‏ -1 
zals wc‏ 


3 
А м1 + x 42 
lim (55 


хі x? -3х-2 








07 
lm + 2 (57 
x>2 X —X 
9* "T 4* 
lim 3 تو‎ (59 
x0 - 
: 3o نے و‎ 
lim 3 (61 
مجر‎ 6x + 2 


. (3х-44Хх-1) 
Am OD 
– х +3х 


(66 lim 5 (65 
xo 2x^-1l 
т 6+ 22 1 
im سے صرح کے‎ SS 0 
مجه‎ ۱21) 7) 
lim sinx (69 
X— c 

















Т 1+ 42x -10 
1 
ld p х-3 
. N3-x-NX3-x 
lim (50 
x0 X 
00 (x41 r 
lim ( ) (52 
x0 X 
Т لد‎ +1 
1 (54 
x0 1 T x] 
۱ x" 28 а" 
lim (56 
xoa Xd 
» 3x2 -6 +1 
lim (58 
xol x +1 
5x?3x +7 
lim 2 (60 
xoo 2X +x+3 
li 4 - 7х U 
62 
шон Dui 
. 3x? + 5x-3 
lim 3 (64 
X—»00 x 49 
. х 42 
lim 
х-э-ю 32-1 
. x—3 
lim 7 (68 
x> Nx +] 
X + COS X 
lim (70 
xoo X+2 
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آوجد کل النهایات 45У‏ ]15 كانت موجودة . 


lim /(x)e lim با(ع)/‎ lim /(x) ا‎ 
шан ENG E 
3 


f(x)- xX -1 : ۵ >1 2 :/(х)-45-ха-5 (т 
f(x =x ; a=-8 0а : f(x)= v48- x? а= 2 (73 
صحیح . ارسم بیان وأوجد النهایتین‎ sae И إذا كانت‎ 


lim f(x) . lim /(x) 


xn 





xa 
f(x)*(-1f , n<x<n+1 os 
f(x)2n , 7 > 1 > 7۲1 6 
۳ X^ x-n 
цын 0» 7 i 
0» 2-7 
fe) 5 ! د‎ XEN m 
Р(х) = |х] (80 f(x)» Ix] (79 
f(x) = [x] - x (82 f(x) —x-— [x] (81 
(86 < 83) استعمل مبرهنة سندویتش لتحقیق النهاية ا معطاة‎ 
lim А 7 lim 62+1)=1 دم‎ 
x30 4x* + Ax? +7 x0 
lim x^ zl 1 l | = 0 (86 lim ssin( | =0 (85 
x0 Jx x0 x 
lim x^ f(x)= 0 اثبت أن‎ .٤ لعدد حقيقي‎ 0 < f(x)€c إذا كانت‎ (87 
x0 
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88( اذکر سبب ما db‏ « 


1 . 1 
lim ند[ ۳ * اص‎ 1 
x0 X x0 x20 X 


. 1 А 1 : 
lim Ё + "J + lim B + пх (e 
x0 ۲ 1-0۴ x0 


lim 2(х)=0 و‎ lim /(x)2 L0 ده إذاكان‎ 





xoa xoa 
. غير موجودة‎ lim. |/(х)/8(х)| اثبت أن‎ 
xa 
lim fix) = M بحيث‎ M إرشاد : آفرض وجود عدد‎ ( 
xoa g(x 
lim /(x)= tim E واعتبر آن‎ 
xoa xoa (x) 
آوجد النهایتین‎ (90 
lim? + -x). аа o presa) 
Х- 00 X00 
< آوجد‎ (91 
Tee TE 


ج ج lim‏ 
7723 .23 


في التمارين من )92( إلى )99( آوجد النهايات الآتية على شكل 00.00 — أو DNE‏ ( اختصار 
كلمة Does not exist‏ وتعني غير موجودة ) . 








lim f(x)c lim با(عاۂ/‎ lim /(x)6 
xa ENG EE 
3 3 
f(x)» , 4 2 (3 f(x)» ,Q-4 (92 
2s x—4 
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А = EX (95 NT - (94 
f 7x 43 7 ^ 7 (2x + 5( 
237 а--1 (97 3х 
= ° > х) = و‎ а= — (96 
70) 7ی"‎ л )2 7-۳ 
-1 1 
f(x)- , 4 <-1 و‎  f(x)- ‚а = 3 8 
e) (x +1) e) x(x -3Y 


في التمارین من )100( إلى ( 103( الدالة ‏ تحقق الشروط املعطاقة ارسم الشكل الممكن للدالة 
گر » مفترضاً أن بیانها لا یقطع أي خط تقارب أفقي . 


lim f(x) -1 ‹ lim f(x) =] (100 
X— ОО х —00 

lim f(x)» مه‎ lim f(x)» — . 
х-»э37 x—>3 
lim f(x) --1 < lim f(x) --1 (101 
X— ОО х —00 

lim (0  . lim /(х)-90. 
x22* x22 
lim f(x) -2 « lim f(x)» — (102 
X— ОО х —00 

lim f((x)2—  . lim f(x)» ә. 
х-»37 x>3 

lim (2 م‎ < lim /(x)= © . 
xl xo1* 
lim f(x) -3 I lim f(x)» 3 (103 
X— 0 х —00 

lim /(x)2—9 < lim (х) = о. 
x31* x—>1 

lim /(x)2»9 . л /(x)=— , 


" جع وې 
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في التمارین )104( إلى )117( آوجد الخطوط التقاربية الرأسية والأفقية . 


(104 


(106 


(108 


(110 


(112 





5 2x? 
х^=4 














f(x) 





1 
x)= (105 
fe) x? x?^- 6x 
2 
X“ +X 
X — 
70) Tp 
2 
x^ +3х+ 2 
X 2 
fe) х? + 2-3 
27 
f) (111 
3 
2 
f()- E (113 
-Х 
x? - 5 + 6 
x)= (115 
fe) (2x? +3x-5 
2 
(= Nz +72+12 سر‎ 


i-e 
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بند 4-2 الدوال الستمرة Continuous functions‏ 
الدالة اللستمرة أو المتصلة هي الدالة التي يخلو بیانها من کسور أو فجوات أو خطوط 
تقارب رأسية . فبيانها عبارة عن منحنى متصل ليس به (sl‏ تقطعات مثل الموضح في شکل )54( 





شكل (54) 


أما بيانات الدالة الموضحة في شكل (55) فهي بيانات لدالة غير مستمرة (غير متصلة) عند 
аге‏ 





شکل )55( 
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ففي شکل )055( fle)‏ غير معرفة às‏ شکل 359( fhe)‏ محرفة إلا أن 
f(c)‏ عد lim f(x)‏ آما à‏ شكل (55(ج) فان lim f(x)‏ غير موجودة 155 à‏ 


хәс Х-ЭС 
لن‎ f(x) وبيان‎ lim f(x) = о غير معرفة بالإضافة إلى أن‎ fle) (555) شكل‎ 
xc 


يكون من هذه الأنواع إذا حققت ‏ ثلاثة شروط نذکرها Š‏ التعریف QVI‏ 
تعریف: "دالة f‏ تکون مستمرة عند عدد C‏ إذا تحققت الشروط الثلاثة الآتية. 
f (c) 0)‏ تکون معرفة . © lim f(x)‏ موجودة. 


"lim (х) = f(c) co 


xc 

gi‏ أن شروط استمرارية الدالة عند С‏ ممكن كتابتها على النحو: 
قيمة معرفة = lim /(5)- lim Г) = (с)‏ 

xoc. xoc* 
فهي‎ lim f(x) = f(c) لان إذا كانت‎ C مستمرة عند‎ f يكفى لإيضاح أن‎ Ce) فالشرط‎ 

xc 
موجودة . والشرطان )40 (ب) یتحققان‎ lim / (x) لابد معرفة وان النهاية‎ f c) يعنى أن‎ 
хс 

آوتوماتیکیا. 
ویطلق على عدم الاستمرار عند © الموضحان في شکل )55)( »(ب» 
عدم استمرار قابل للإزالة removable discontinuity‏ لأنه من المکن إزالة عدم الاستمرار 
بتعريف الدالة بقيمة مناسبة . 
أما Š‏ شكل (55(ج)) فتسمى قفزة عدم استمرارية jump discontinuity‏ 
إذا كان f(x)‏ تؤول إلى oo‏ أو ٥ه‏ - عندما تؤول X‏ إلى 6 من الجانبين كما في شكل 
(55(د)) نقول أن للدالة عدم استمرارية لانهائية عند Infinite discontinuity C‏ 
فیما يلي نذکر بعض الدوال ونناقض استمراریتها على سبیل التوضیح . 
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الدالة 











بيانها 
;3 
х‏ 
US‏ )56( 
Y‏ 
I‏ 
x‏ 
شكل(57) 


yY 





(60) JS 
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استمراریتها 


(C لكل قيمة‎ 
lim f(x)» - 2> = f(e) 
ца الدالة مستمرة‎ 


عند | = ٥‏ » نجد 


lim f(x) lim f(x)=3 


xol xo1* 
إذن الدالة لها »عدم استمرارية قابلة للازالة‎ 


. £ )1( 3 ы 


عند 2 = C‏ نجد 

lim £ (x)= lim £ (x)= 2 
х2 х-»27 
ГО) =1 


٠٠‏ يوجد عند 2 = С‏ عدم 
استمرارية قابلة للإزالة 

لوعرفناء 2 -(2)/ بدا من1 

عد 0 6 

|f(x)‏ يكون لانهائي بطريقة اختيارية 
كلما اقتربت من 0 

الدالة عند 0 لها عدم استمرارية لانهائية . 


c = 0 عند‎ 
lim f(x)=1,lim f(x)=1 
x>0 “لجر‎ 


النهايتان غير متساويتان. 
إذن يوجد قفزة عدم استمرار 
عند мг) C = O‏ القفزة =2 ) 





























الدالة 











بيانها 
;3 
х‏ 
US‏ )56( 
Y‏ 
I‏ 
x‏ 
شكل(57) 


y 





(60) US 
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استمراریتها 


(C لكل قيمة‎ 
lim f(x)» - 2> = f(e) 
ца الدالة مستمرة‎ 


عند | = ٥‏ » نجد 


lim f(x)= lim f(x)=3 


xol xo1* 
إذن الدالة لها »عدم استمرارية قابلة للازالة‎ 


. /)1( > 3 ы 


عند 2 = C‏ نجد 

lim £ (x)= lim f(x)=2 
x22. х-»27 
702(-1 


۰ يوجد عند 2 = C‏ عدم 
استمرارية قابلة للإزالة 

لوعرفناء 2 -(2)/ بدا من1 

عد 0 6 

() | يكون لانهائي بطريقة اختيارية 
كلما اقتربت من 0 

الدالة عند 0 لها عدم استمرارية لانهائية . 


6 - 0 عند‎ 
lim f(x)=1,lim f(x)=1 
x>0 х-»0" 


النهايتان غير متساویتان. 
إذن يوجد قفزة عدم استمرار 
عند мг) C  )(‏ القفزة =2 ) 


























مېرهنة: 
"1( كثيرة الحدود f‏ هو دالة مستمرة لکل ээс‏ حقیقی C‏ 


2 خارج قسمة Q‏ لكثيري حدود лы RET‏ هو dl‏ مستمرة عند کل عدد 
5 


حقيقي C‏ ماعدا الذي يحقق الشرط i 2(с)= О‏ 

والبرهان منطقي لأن إذا گر کثیر حدود. © عدد حقيقي. فان lim / (x) = f (c)‏ 

xc 

Jim f(x) (с) хэ g- £ نطاق‎ à c واذا کان 0 (ع) ع, فان‎ 
5 


xc 


أي Q‏ مستمرة عند .C‏ 


)1( مثال‎ 
f (x)= |x| x - 1| إذا كانت‎ 

آثبت أن f(x)‏ مستمرة عند أي оле‏ حقيقي „С‏ 

الحل: 

بیان گر موضح في الشکل )61( 

إذا كانت 0 > x‏ فان 

=-—x-(x-1) f(x) 

--62Х-1 

وإذا كانت ] < x‏ > 0 فان 

f(x)e x- (x1) 


-1 


وإذا كانت 1 > x‏ فان 


f(x)» x*x-1 


(61) JS; = 2-1 
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وها أن جمیع أجزاء f(x)‏ هي کثیرات حدود مستمرة عند أي نقطة في الفترة العرف الأ الجزء 
بقي أن ندرس الاستمرارية عند 0 = X‏ وعند ue x=]‏ 0 = × 
عند 0 = × 

lim f (x)= lim - 2x +1 =1 


x0 
x0 


lim /(x)=lim1=1 
+ x0 
x0 


f(0)- 0| «|o -1 
=] 
х-0 الدالة مستمرة عند‎ ۰ 
Жэ! وعند‎ 
lim / (x)= lim 121 


]جم 2 


lim f(x)=lim2x-1=1 
хээ? х] 
Р(1)= Щч 1-1 
= | 
× =1 ..الدالة مستمرة عند‎ 


وينتج أن Ў АЫЛ‏ عند أيْ عدد حقيقي .C‏ 


مثال (2) 


ابحث استمرارية الدالة 


[x] , 2 > 2> 3 


f(x)» х2-2 , x<2 
x-1 و‎ WES 
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الحل: 
نعلم آن 2 - 2€x > 3 gal à bx a] us [x]‏ 
إذن کن كتابة الدالة على النحو 
х2-2 x«2‏ 
f(x)242 2<х<3‏ 
x-1 x>3‏ 
وکل جزء من الدالة مستمر في الفترة المعرف بها. 
بقی أن نبحث استمرارية АЈ‏ عند 2 X‏ وعند 3 < × . 


X عدن‎ 


lim f/(3)- limb? -2[- 2 


x22 x22 
lim /(x)= lim2 =2 
х-»27 x22 
70)=2 


.'. الدالة مستمرة عند 2 = .X‏ 


عند 3 = × 


lim /(3)- limb? -2)=2 


x43 ا‎ x3 

lim /(x)=lim2=2 

x3‏ وې 
2-(3)/ 


الدالة مستمرة عند X = З‏ 
x) š:‏ مستمرة علی سالفا الحقيقية № 
مثال (3) 


ابحث استمرارية الدالة 


М xe (-2,2) 


x 
: xe(-232) 


127 


الحل: 
عندما X‏ لا تنتمي إلى (2,2-) x€-2,.x22 d‏ 
عندما 2 > X‏ يكون 


]+ + ا 
x x‏ 
وعندما 2< X‏ یکون 
نن په x‏ 
X‏ 
Ше‏ 03 إعادة صياغة الدالة على النحو 
х<-2‏ 1 
72ے f(x)s X/2,-‏ 
x22‏ 1 
وعند 2- = X‏ 
lim /(x)- lim C1)--1‏ 
x2-2‏ لجع 
lim /(x)7 lim x/27-1‏ 
x2-2‏ جم 
1-(2)/ 
إذن الدالة مستمرة عند X=-—]‏ 
وعند 2 = 17 


lim (х) = lim x/2 =1 
x2 


x2. 

lim f(x)» lim1 2-1 
x-2- x2 
/(-2)--1 

ЕЛ 


.. الدالة مستمرة أيضاً عند x=2‏ 
f(x) 5‏ مستمرة على جميع الأعداد الحقيقية ۸ . 
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مثال (4) 
آوجد النقط التي تکون عندها الدالة f(x)‏ غير مستمرة. 








x +1 
х-1 
f()-:1 =. 
х +8 X <0 
х-2 
الحصل:‎ 
+1 x+] 
Ге 5 | تكون‎ X > 0 عند‎ 
х-1 x+! 
لا تقع داخل هذه الفترة)‎ X = -1 الاستمرار‎ бас الدالة مستمرة على هذه الفترة (نقطة‎ 
x +8 
تكون الدالة سل غير مستمرة‎ X > 0 عند‎ 
х-2 
«У X = —2 عند النقطة‎ 
0 
f(-2)--- غير موجودة‎ 
0 
ومستمرة على بقية الفترة.‎ 
× = 0 عند‎ 
3 
x +8 
lim (х) = lim - 4 
x0. x20 2 
2+1 
lim f) на. 5 
х-»-0- х-» Fl 


× = 0 عند‎ Lal الدالة مستمرة‎ .'. 
.x=0.x=2 ше مستمرة فقط‎ а Р(х) 43 
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مثال (5) 
ابحث استمرارية الدالة 


E 283 dud 


عند 0 = × 
الحصل: 
نبحث نهاية الدالة عند 0 ج X‏ ویناسبنا هنا استعمال مبرهنة الحصر (السندوتش). 


1« ال اوہ «1- 
Jx‏ 


2 2 


jd 
ce sx 
Vx 


عندما تؤول X‏ إلى صفر 


2 


ا 0-7 


x 


"E s. 
lim x^ sin سر‎ = 0 
x0 Vx 
f(0)20 ومعطی آن‎ 


.'. الدالة مستمرة عند 0 = X‏ 


مثال (6) 
آوجد قيمتي  .0‏ اللتان تجعلان الدالة f (x)‏ مستمرة хе‏ 6 . 


130 


x!-gq? ^ х«а 








х-а 
EE 3 хаа 
bx + ax? 
, x>a 
عددان حقيقيان.‎ b.a cu 
الحصل:‎ 
2 2 
lim /(x)7 lim 
xoa xa 4 
(х-аХх-а) 
= lim 
xoa (х-а) 
= lim (x + a) 
xa 
= 060 
lim /(x)= lim bx + ax? 
ха? xa 
- ab 4 a° 
fla)=5 


20 مستمرة عند‎ f(x) ولكي تکون‎ 
lim /(x)7 f(a)- lim f(x) 


xoa xoa* 
20 -5 - کی ې ان‎ 
— 80 دل د پو‎ 
2 2 8 
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تعریف : 

إذا كانت f‏ دالة معرفة على فترة مغلقة [a,b]‏ قان f‏ تکون هستمرة على 
[a,b]‏ إذا كانت مستمرة على (a,b)‏ بالإضافة إلى «oi‏ 

lim /(x)= f(b) . lim f(x)» fla) 


x>b xoa* 


مثال )7( 


اثبت أن الدالة f(x)» N8x—- x?‏ 
مستمرة على الفترة الغلقة [0,8]. 
الحل: 
شكل (62) يوضح بيان الدالة 
f(x)» 48x х2‏ 


إذا كانت 8 > © > 0ء 





lim £ (x)= lim V8x -x فان‎ 
xc xc 
(62) شكل‎ = 8c - c? 
-A(8-c)c 
= f(e) 
فان‎ X = C نهاية عند‎ g(x) 4151) إذا كان‎ oy) 


lim g(x) = lim / (x) 


xc xc 


lim g(x) < 0 بشرط أن.‎ 
хс 


لاذن الدالة مستمرة عند C‏ ویبقی Ш‏ مرجاعة النقطتین الحدیتین للفترة ]0,8[ باستعمال 
النهایات من جانب واحد. 
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lim f(x)= lim V8x—x°? = lim Jx(8-x) 


x0* х-»0"‏ جر 


=40*x8 =0 = f(0) 
lim f(x)= lim V8x- x? 


х-»8- xo8* 
lim Jx(8 х) = ۲ 
xo8 " 
-0- f(8) 


إذن الدالة مستمرة من اليمين عند X = Ü‏ ومن الیسار عند 8 = 3. ومن التعریف السابق 
ينتج أن الدالة گر مستمرة على الفترة ]0,8 

يمكننا تعريف الاستمرارية على الفترة å |a; b)‏ )0,090 إذا كانت f‏ مستمرة عند d‏ × 
في الفترة بالاضافة إلى استمراريتها عند 4. كذلك گر تكون مستمرة على الفترة j (a,b|‏ 
(co, b ]‏ إذا كانت مستمرة على كل نقطة في الفترة X > D‏ ومستمرة عند D‏ = . وإذا 
کانت الدالتان f‏ 8 مستمرتان мө‏ عدد «САД»‏ 

فان الدوال الآتية مستمرة هي الأخرى عند ۷ء 

.g(c)# 0 بشرط‎ //8 ax fe 7 ع + ع-‎ 

نذکر هنا أيضاً عدة مبرهنات هكن للقاری برهنتها بسهولة باستعمال مبرهنات النهایات وهي. 


D مستمرة‎ f cas. lim g(x)- b إذا كان‎ (1 
ان‎ 


lim/ (g(x))= (6) 
= 7 tim g) 


xc 


فان 
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وینتج من هذه المبرهنة «Ў‏ 


۰ 11 11 ۰ 
lim x)= lim g(x) 
Х-ЭС хс 


lim sin(g(x))- sinf im E) Е 


xc xc 


lim (log, /(x))- ов, lim f e) 


xc xc 
وهکذا.‎ 
مستمرة‎ QOf الدالة التركيبية‎ 08 fle) Qe مستمرة‎ 9 26 am виола Ур 
.C عند‎ 
أن»‎ el 


lim e(/)- (tim £69) = 8070) 


хәс хәс 

فإذاكان | = (х) = 3х2 75-12. а(х)‏ 
الستمرتان (х) = g(f(x)) oë las‏ 
k(x) - (gof Xx) si‏ مستمرة أيضاً دائماً 
أي أن الدالة k(x)- Са -Тх-12‏ مستمرة 
دائماً ( أيْ عند أية قيمة حقيقية (C‏ 
3( إذا گر مستمرة على فترة مغلقة ЗЇ ۷ Ja,b]‏ عدد بين (a)‏ رو f (b)‏ . فانه يوجد 
على ДУ‏ عدد واحد © في [a,b]‏ بحيث یکون, 

/(с)-у 
رقم )3( تسمی مبرهنة القیمة الوسطی‎ далу 
فان 4121 اللستمرة  تأخذ كل القیم بين‎ D إلى‎ Q من‎ X "وتنص على أنه بینما تتغير‎ 


" f(b) ر‎ fla) 
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1321 كان بیان АЫЛ‏ المستمرة گر ممتدا باتصال وبدون کسور من نقطة (a, f (a))‏ إلى 
نقطة (b, f (b))‏ كما هو واضح à‏ شكل )63( فان لكل عدد V‏ بين f(b) s f (a)‏ 
یقطع y < ۷ АМАА‏ بیان f‏ على 
БУ‏ نقطة واحدة 2 . الاحداني X‏ اي C‏ 
لنقطة D‏ یکون عنده (()) у=‏ 
ویتبع من مبرهنة القیمة الوسطى أنه 


اذا كان f(b) s f (a)‏ مختلفين في 


الإشارة فإنه يوجد عدد © يقع بين 





я /)6(- 0 بحيث.‎ Б.а 
C لها جذر أو صفر عند‎ f أن‎ 
وتساعدنا مبرهنة القيمة الوسطى في إيجاد مواضع أصفار الدالة گر فمثلاً إذا کان‎ 
f(x)2 2 +25 - 6x3 + 2-3 
«da الصحيحة من 4- إلى 2 كما‎ МасУ وحسبنا قیم  عند‎ 
X s -3 -2 -1 0 1 2 
f(x) -139 72 41 2 -3 -4 17 





setas цааагж f Dx oa‏ تدمع د سم دون غاد 
f‏ لها أصفار C C‏ 6 حيث 3-<4<0— 0> ون > 1ح 
2 > وع >1 

أيْ أن للدالة گر ثلاثة أصفار حقيقية في الفترة ]4,2 -[ 


135 














تمارين 4-2 
في التمارين من )1( إلى )8( معطى والمطلوب معرفة نوع عدم الاستمرارية» قابلة للازالة أو قفزة آم 
لانهائية. 


(2 (1 





(68) شكل‎ (67) JS 
(8 (7 
y y 
(70) شکل )69( شکل‎ 


136 


في التمارین من )9( إلى )18( صنف عدم الاستمرارية ل گر قابلة للإزالةہ قفزة آم لانهائية. 


: 5 xxl 2_1; 1 
= n (10) = Eg (9) 
X 





2x-1 1 3—x : اح«‎ 
; -2 2 +3| و‎ -2 
ДОБА | MT 1= ر‎ 
3- × ; x<] x2 +1; x«l 
1 ; x-la f(x)= 52 ; x-la» 
х-1 ; x>1 x Fx] 
2 
f(x)» x-1-[x] (16) (= )15( 


1 


f(x)» х 3 ZEE eu | (17) 


sin? - 1) 
f(x)- pr 


في التمارین من )19( إلى ( 30( ابحث استمرارية АЈ‏ عند ©. 


Т(х)-42х-5-3х ,a-4 ав) 
f(x)» : ,а--2 (20) 


х-2 
1 


f(x)» ,4 =2 (21) 
х-2 


f(x)= Nx? +2 ,4-5-5 | (22) 
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2023 х2-9 
f(x)-4 x-3 ,а=3 e» 














y mJ 4 
: بر‎ x —3 2-9 
,а--3 (x)= x+3 ۵ 
х= -3 2 
1 
-3x^47- ,а--2 
f(x) x m a (25) 
3 |. 
CIEN (26) 
,1 عد‎ 2 к-2 
,а-2 Т(5)-1х-2 e» 
0-0 А 
3x 
= 
ہر کی‎ = 
б 
s а) (8)5 b 
227, ]—cosx 
,4 =0 f(x)» х (30) 
zx 
1 
: (34) آوجد نقط عدم استمرار الدالة  في تمارین )31( حتی‎ 
- (32) - (31) 
fe ав AE fe) 9 0 





xcd ږو‎ +х-3 


سب در wa‏ 
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اثبت أن الدالة گر مستمرة على الفترة المعطاة في التمارین من )35( إلى (42). 























f(x)2 N9- x? [-33] e» 
f(x)» х-4 [4.8] (36) 
Т(х)-47-х (-о07| 67 
f()-- (0, о) (зв) 
دح (ند)ر‎ |] ]1,2( e» 
f(x)» ! (2,3) (ао 
x—2 
f(x)» 3% = × [0,3] «n 
f(x)» کہ‎ ]2,3( (42) 
التي تکون عندها الدالة گر مستمرة عند‎ C التمارين من )43( إلى )62( أوجد قيم‎ à 
ر‎ 
x? -16 3x+11 
Т(х)- zog ۵ ان وړ‎ E (43) 
f(x)» 5 T (ae f (x)= A3x-2 + x? +1 (5) 
АХ-9 
f(x) ле (48) Р(х) = Tem (47) 
2 x? 
fe) x!-x uit ын x? + x41 i 
Xx? - 449 x 7 0, 3x t5 - 
fG)- Qx-1) 6) f(x р s ۱ ын 
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ЛО) see (54) (= (53) 








f(x)=1+cotx (56) f(x)» tan2x (55) 
f(x)» JO +x)G- x) c» f(x)=sin|x| 67 
14:32:42 
f(x)» = (60) f(x)- 2x*- 2۲ + 1 69 
x -16 
2 2-6 
رس‎ - 2 : 
iu تت‎ ٢ уа 
مستمرة على‎ f في التمارین من )63( إلى )68( آوجد قیم الثوابت الحقيقية 6. © التي تجعل‎ 
.R 
23ج‎ RD 
= (63) 
сх-2 ,x>2 


x«l‏ تت و 
64( پچ 12 fe)‏ 


3сх-2 .Х21 


۳ 


3 د, 
)65( 3« 
23 


9 - x? 


f(x)- a 


4 
d 





X 





ci -1«х«2 (66)‏ سم 
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х-2 , SC 
f(x)- و‎ ,6 > ۲ > 4 (7) 
6+ 1 ,x»d 
۲ +۲0 > 6 
7)( >0 , 7 22 (68) 
сх+а ,х»2 
[a,b] في الفترة المذكورة‎ f التمارين من )69( إلى )74( حقق مبرهنة القيمة الوسطی للدالة‎ à 
ess [ab] یوجد عدد 6 ق‎ ар >(2)کر‎ ۷ > f(b) کان‎ i sl وضع‎ al 
J(e)= v 
f(x)2x PFL [- 1,2] (69) 
f(x)22x- x? :]-2,-1[ оо 


f(x)» N9- gs | 3] | دی‎ 


f(x) = у) 1 [0,2] (72) 
f(x) -x^-x ; [1.3] (73) 


Ү(х)-х2-х-2 -2a (74) 


)75( اثبت أن لد x)-3x*-2x!-x4120‏ لها حل حقيقي في الفترة 


.)0,1( 


)76( استخدم مبرهنة القيمة الوسطی لتثبت أن بياني الدالتین 


× = 3 يتقاطعان بين‎ g(x)- 2 - 4+6 دح()/ر و‎ 5х? 
. و 4- د‎ 
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اللاب الثالث 


۰ ۰ 


هو ** 
اث 12 


بند 1-3 : الماسات ومعدلات التغير 
Tangents and Rates of change‏ 
أولاً: الخط المماس Tangent line‏ 


قد يعرف البعض الخط ا مماس طنحنی على أنه الخط 
المستقيم الذي يقطع ال منحنى في نقطة واحدة D‏ كما في 
شكل (71) إلا أن هذا التعريف ليس مفيداً لجميع بيانات 
الدوال. لأن المستقيم قد مس ( )8۳ عند نقطة 
معزولة 7 ثم يعود فيقطع المنحنى أو dug‏ مرة أخرى 
كما في شكل (72) لذلك نجد من الأفضل تعريف ميل 
المماس عند D‏ ثم إذا أوجدنا الميل M‏ أمكننا إيجاد 
معادلة المماس L‏ باستعمال معادلة ء 
(х,у) “УУ =m(x- x)‏ 
إحداثيا ۰ 771 ميل المماس عندها. 
لنفرض أن р(х, f (x))‏ على بیان گر والمطلوب 
إيجاد ميل الماس عند P‏ . 
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نختار نقطة О(,7(0) <l‏ (انظر 
Ка‏ )73( ونرمز للقاطع PQ‏ بالرمز Lo‏ 
ومیل Lo‏ بالرمز MO‏ ومیل الماس عند 
р(х, f (x)‏ بالرمز os m‏ تکون Q‏ 
قريبة laz‏ من D‏ یصبح Mo‏ هو تقریب 
لقيمة т‏ وكلما اقتربت Q‏ من P‏ أكثر 
كلما تحسن هذا التقریب BB‏ جعلنا О‏ 
تقترب من D‏ من اليمين daw‏ على الوضع 
المبين في شکل )74( 








شکل )74( 


حيث توضح الخطوط التقطعة أوضاع «ul Lo‏ اقتراب ‏ ()من P‏ وق الشکل (74ب) 
в‏ ()من P‏ من جهة الیسار أو قد Q Јао‏ تقترب من P‏ من الجهتین. أي 255 
نقط على النحنی احدها على اليمين والأخر على الیسار من „Р‏ 
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إذا كان Мо‏ لها قيمة تنتهي إليها عندما تصبح О‏ آقرب ما هكن من 7ء فان هذه القيمة 
هي ميل الماس L.‏ لنکتب ОУ‏ ما شرحناه بالعادلات» 

м. 1/7 Ә-Ә) 

0 ] — x 
P$ Q ونلاحظ أنه لي یکون هناك قاطع يجب أن تختلف‎ 
من‎ viis: Olt, تستطيع أن نجعل ((4) گر‎ X مستمرة عند‎ f عد #.إذا كانت‎ х أي أن‎ 
وهذا يؤدي إلى تعريف ميل اللماس 7 للمستقيم‎ X تقترب من‎ ۶ Jasa plx, f (x) 
JPG Fx) 1 
Ї = 
026 
(x [— x 
شريطة أن تکون النهاية موجودة.‎ 
وهکن کتابة هذا التعریف بطريقة آخری آکثر شیوعاء فإذا وضعنا /- 7-2 أو‎ 
وتصبح المعادلة,‎ h — 0 فان‎ 1 — X وعندما‎ Í = 2+ 7 
+40 f(x h)- f(x) 
ho h 
:)1( مثال‎ 
عده حقيقي‎ c. f(x) سح‎ x? إذا كانت‎ 
X=—2 وعند‎ 2 =C عند‎ f أ) أوجد ميل المماس لبيان‎ 
2)- 2,4) ب) أوجد معادلة للماس عند‎ 
الحل:‎ 
тъ 7 
ho h 

X = C عند‎ 
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(c + h) zu 


т(с)= lim 
ho h 
. e -2ch- 8)? - c? 
= lim 
ho h 
2ch + А? 
= lim —— 
ho h 
= lim (2c л) = 2c 
ho 


ب) عند 2— = × أي 2- c=‏ 
m(-2)- 2(- 2)» -4‏ 


]15 معادلة المماس 
у-у = m(x—x)‏ 
у-4--4х-2)‏ 
0 - 4 + رز + ر4 
ثانپاً : معد «JI‏ 


إذا f cas‏ دالة نی x‏ فانه كلما تغیرت f(x) is x‏ ولو 3 ab у= f(x)‏ 
أي تغير في X‏ یناظره تغير في . فإذا تغیرت X‏ من G‏ إلى D‏ فان التغیر في X‏ هو 
Ax-b-a‏ 
والتغیر المناظر Ay = f(b)- f(a) s» y à‏ 
والنسبة بين 9 а.х зады у‏ 
هي متوسط معدل у даз‏ بالسبة ال Х‏ خلال уә [a Р) зам‏ رمزنا متوسط معدل التخیر 
بالرمز Yay‏ نکتب 
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(ه)/-(الے کب 
TAX b—a‏ 

إذا كان التغير في X‏ صغير نسبیاً وقدره š] Й‏ أن X‏ تغيت من © إلى 4+۸ فان 
7 دعل 

, f fa * b)- fla) 

Yav —‏ 
h‏ 
إذا كانت / تقترب من الصفر 4 التغير في X‏ ضئیل جداً فإن معدل التغير يسمى معدل التغیر 
اللحظي عند x 2 a‏ ویرمز له yla)‏ 
hase) (а) ۷‏ ۱۳ 
اي ان Уау = lim‏ 
h‏ 0م 
بشرط أن تكون النهاية موجودة. 
وق الحالة الخاصة التي تکون X‏ الزمن LE у АЛ‏ موضع نقطة على المحور Xm 5 X‏ 
y-s(t)‏ 
فان السرعة المتوسطة Vay‏ هي متوسط معدل تغير S‏ بالنسبة للزمن ‏ في فترة زمنية معلومة. 
والسرعة اللحظية У‏ أيْ السرعة عند لحظة معينة Í‏ هي معدل التغير اللحظي للموضع S‏ 
بالنسبة للزمن. 
-Л)-‏ 

s(a ) s) t e (a,a + h) 


s(a + h)- (а) 


= ,مد ( السرعة المتوسطة ( 


) السرعة اللحظية‎ ) v(t) = lim 
h—0 


مثال (2): 
سقط جسیم من ارتفاع 512 مترا عن سطح الأرض بحیث یعطی ارتفاعه عن سطح الأرض 
s(t)‏ عند زمن Í‏ ثانية بالقانون. 
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s(r)2 512-168‏ 
энэ!‏ 0 سرعة الجسيم عن ثانية. 
(o‏ سرعة الجسيم عند إرتطامه بالأرض. 
ہج و شی dore‏ 


الحل: 
s 7‏ تا 
h0 h‏ 
20 0 02-0 
h—0 h‏ 
л)? J- 1512 -16(2)‏ 4 512-16(2 . 
lim‏ = 
h0 h‏ 
64 .512 -) 2 +41 512-164 
lim‏ = 
1 مجر[ 
00-64-6757 
lim‏ = 
h—0 h‏ 
lim (- 64^ -167(‏ = 
h0‏ 
ja)‏ ثانية ) 171/5 ز وو 


13) = 0 Gas ارش‎ aza برط‎ (co 
-16* +512 2-0 << 442 8 
T شرك‎ s(442 + n)- (442) 
h-0 h 


ья21--1680) +512]‏ 148424 و0۳( 


h0 h 
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-16 (2+) -۸ ۳ | 
= 0 
h—0 h 
162 en- 442] A2 +h +442] 
E л 
—— 1) 8/2 +h) 
Л-»0 Л 


= lim -16 ۱) 8 2ل‎ +h) 
h—0 


v(442)- 12842 & -181 m/s 
/ = 0 ج) السرعة التوسطة خلال الفترة من‎ 
2/د 4 = 41 2 )4-م‎ 4 
فى‎ 5482)- (0) 
av 4-7 
-16 (82) +512 |-512 
442 
0—512 
- = 02 
A X2. m/s 


-—90. m/s 





مثال (3): 
فرق الجهد في دائرة کهربية مقاومتها R‏ هو 100 فولت بحیث یعطی التیار ‏ خلال 
المقاومة ۸ من قانون esl‏ ۳ = 7 حيث R‏ بالأوم Í‏ بالأمبير. 


آوجد العدل اللحظي لتغير بالنسبة إلى ۸ عند أيْ kuss R‏ 20 = ۸ . 
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الحل: 
معدل تغير Í‏ بالنسبة إلى R‏ هو 


4 مجم 
100R—100(R +A)‏ .= 
7 وس 
100R -100R —1007‏ ...| 
"uoc  AR(R+h)‏ 
0 .| 
h)‏ او 
5 
о ПОЕ)‏ 
гв) ==‏ 





وعندما 20 дө» К-‏ 
کے ونم 


Ampere/ohm 
207: 4 pent 


1 ЭР 
أمبير لكل واحد آوم زيادة.‎ E آي أن التیار یتناقص معدل‎ 
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تمارين 1-3 


(6) التمارین من )1( إلى‎ Š 
باستعمال التعریف.‎ p(a, f (a)) us f. aqata ad 
а = 2 ب) أوجد معادلة المماس عندما‎ 


f(x)= х? o f(x)= 5х? -4« а) 
-3-(د)/ر‎ 2x? رې‎ f(x)=3x+2 6) 
f(x)24-2x (ө f(x)» x' یھ‎ 


(7) اذا كانت ۵ b= ) 0 = 920.70 = N/a‏ بعطی تقريبا لعدد 
السکان با ملیون Š‏ الولایات التحدة آثناء الفترة 1990 - 1950 یناظر العام 1950. أوجد 
المعدل اللحظي لتغير D‏ بالنسبة للزمن ]. 

أ) عند أي قيمة 4 ب) عام 1989 (39- (t‏ 


اثبت أن متوسط معدل التغير السنوي خلال هذه الفترة هو 2.32 مليون كل عام. 


في التمارين من )8( إلى )11( أوجد ميل ومعادلة المماس للدالة گر عند النقطة المعطاة وارسم 
gr( f )‏ موضحاً عليه المماس عند р‏ 


РО) 4x ,р(-8,-2) ө fG)= Vx ,р(42) © 
Г) = : 24] a) f(x). 5 52] (10) 
m = 27 الذي یکون الیل عندها‎ y = X^ آوجد نقطة المنحنى‎ (12) 


في التمارین )13( إلى )16( معلوم موضع نقطة متحركة كدالة في الزمن S 435061 euo s(t)‏ 


بامتر. أوجد في كل تمرين» 
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آ) السرعة المتوسطة في الفترات ]11.2[ .[L1.1]‏ ]11.01[ 
ب) السرعة عندما t= l‏ 


8()-2:-3(2 یں‎ (0) = 48 +37 аз) 

s(t)2-t-J4t ao — s(t)242-t هه‎ 

)17( طائرة انقاذ تسقط أقفاص منتجات غذائية من ارتفاع M‏ 160. ویصبح ارتفاع القفص عن 
سرعة ارتطام القفص بالأرض. 

في التمرینین )18( )19( آوجد : 

أ) متوسط معدل تغبر 7[ بالنسبة إلى X‏ في الفترة ا معطاة. 

ب) المعدل اللحظي لتغير У‏ بالنسبة للزمن 7 عند الحد الأيسر للفترة. 

у=3-2х? , 2:24] a» رس پر‎ +2 , [33.5] ав) 

хээ! (20)‏ النظرية النسبية إلى dolo dide‏ وهي ا مسافة Lo‏ بين نقطتين تنکمش إلى .4 
2 
1-0 = » إذا كان النقطتان داخل مركبة تجری بسرعة LU‏ © هي سرعة 

C 


الضوء m/s)‏ ۵۴ آوجد المعدل اللحظي لتغبر طول جسم L‏ بالنسبة للسرعة 
0 


D = 0.96 ب) عندما‎ О ds أ)‎ 


)21( استعمل تقریب متوسط معدل تغبر Y‏ بالنسبة إلى X‏ لایجاد ا معدل اللحظي لتغبر Y‏ بالنسبة 


إلى X‏ عند 0 = X‏ مستخدما مرقء مره أخرى. 





уг ú‏ اک 
4 + 1 
cos? x + x^ sin x‏ 
а-2 = 2 (o‏ 
x +1‏ 
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بند 2-3 تعریف اطشتقة Definition of Derivative‏ 
تعاملنا Š‏ البند السابق مع معدل التغبر أو السرعة أو ميل الماس معا نهایات على الشکلء 
ожа) f(x)‏ 
lim‏ 


h—0 h 


Г) Уе) 
linp-—— —— 
іх ] - X 
وهذه النهاية هي حجر الأساس للمبادی الأساسية للحسبان, وهي امشتقة. نقابلنا الشتقة خلال‎ 
معظم فروع‎ Š دراستنا للحسبان في السائل التي تتعرض معدلات التغیر ومن ثم فلها تطبیقات‎ 
هذا البند بتعریف مشابه لهذه النهایات للمشتقة ونعطی بعض‎ Š العلوم التطبيقية. ونحن نقدم‎ 
القواعد البسيطة التي تمكننا من إيجاد الشتقات بدون حساب النهایات مع بعض الخواص‎ 
للمشتقة وترمیزاتها.‎ 
تعطی با معادلة‎ f” مشتقة الدالة گر هي الدالة‎ " 
جاگ‎ f(x) 
f'(x)= lim 


h—0 h 


d‏ ما یعادلها 


بشرط وجود هذه النهاية " 
فإذا ما حصلنا على f(x)‏ نستطیع إيجاد f'(a)‏ عند gi‏ نقطة 0 Us à X‏ الدالة 
قابلية التفاضل: ذکرنا ‏ تعریف الشتقة أن النهاية لابد أن تکون موجودة لي تکون f'(x)‏ 
موجودة عندثذ يقال أن f‏ قابلة للتفاضل عند . آما 13 كانت النهاية غير موجودة فان f‏ 
تکون غير قابلة للتفاضل عند X‏ . وعندما 
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نقول فاضل ‏ أو أوجد مشتقة ‏ نعنی اوجد f (x)‏ . وبالمناسبة نجد أنه يجب أن نعرف 
الشکل الآخر لتعريف (a)‏ وهو 
f'(a)- imn f(x)- f (a)‏ 
xa X—‏ 

ومن ثم نجد أن من تطبیقات المشتقة التي نحن ОУ‏ على Ды ele‏ 
1) المستقيم المماس: ميل المماس للمنحنى ( gr(‏ عند نقطة (a, f(a))‏ هو (a)‏ 
2( معدل التغیر : ]5 у= f(x)‏ معدل تغبر Y‏ بالنسبة ال X‏ عند @ = X‏ هو 

f'(a) 

وحالة خاصة تكون سرعة نقطة р‏ عند زمن 4 = ا. 


هي (a)‏ دت )5(1 هو موضع النقطة عند زمن 4 


مثال (1): 
إذا كان 1+ (x)= 3x? - 12x‏ کر فاوجد : 


fae fC2e fo РО) И 


الحل: 
آ) باستعمال التعریف 
h -‏ : , 
,200-0 
Л-»0 Л‏ 
ЗЇхэл-х2  12(х-0)-31-1-1‏ . 
09 = 
h—0 h‏ 
Sh(2x - h)-12h‏ . 
lim‏ - 
h—0 h‏ 
-lim 3(2х-0)-12‏ 
h—0‏ 
62-2 = 
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Г(х)-6х-124х-4 بالتعویض عن‎ (o 
7'(4)= 6(4)-12 212 

ج) بالثل .24 f(-2)46(-2)-122‏ 

f'(a)» 6a -12 (۵ 


مثال (2): 
آوجد مشتقة الدالة (x)‏ گر من المبادئ الأولية : 


f(x+h)=(x+h) . f(x)= x? 1 
Дол) (о) = Ge hy x 
= х2 —2xh + h? — x? 

= 2xh + 12 

-h (2x+h) 
fein FD хасна 
f'(x)=lim 2x+h=2x 

(0 


f(x)» 2x 











f'(x)= li -1 zT 


PN; x(x+h) Б 2 


f'(x)- : 


f(x+h)=.N1+x+h . f(x) 
f h)- fG)=Jl+x+h [+ ۷ 7 I+ x 
y h)- f(x). و تلع رت اه‎ E 
1 h 
Miexeh- iex) +ع + له‎ +/+) 


h 1 + xh e x) 
Р (I+ x - +1)-(م‎ x) 


Oh exe he J1+ x] 


= 1 + x 


E ۰ 


= 1 
(exe aep Me ex] 
f(x)» lim 1 ۱ 


1-56. "sex ہجو وج‎ bx 


СА سس‎ TE 
f'(x)- 1 й 
24x | 
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مثال(3): أوجد مشتقة الدالة use fx)‏ 1 < د . 


fe: د‎ x«l 


22-1 ° х21 
الحصل:‎ 
f'G)-1im4 
h—0 
f'(x)= lim 
مجر[‎ h 


عند x=]‏ نجد آن 


lim (х) = ах =1 


х1] х] 


lim (х) = lim (2х-1)-1 
x—1" ХЭЭ? 
70)-1 
.× =1 الدالة مستمرة عند‎ .. 
أولاً:‎ 
. fü«n-f( 4 BPa+h)-1]-1 
lim - 0 7 
h—0* h—0* 
: 2: 2700 
= lim LL -2 
h0* 
. fü-n)-f() . (1+8) -1 
lim = lim جج‎ c 
А-0 А-0 
Ї 7-1 


= ШП 
А-0 h 
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lim )2+7(- 2‏ = 
h0- PP‏ 
من أولاً 4589 نجد أن كلا النهایتین من اليمين ومن الیسار متساویتانء أي أن النھایق موجودق 


]1-A)- 1 
s oen) 70) و‎ 
h0 h 
0-2 إذن‎ 
:)4( مثال‎ 
وأوجدها بينما غير موجودة 3= × لي‎ xe موجودة عند‎ f(x) اثبت آن مشتقة الدالة‎ 
X = 3 وغير قابلة للتفاضل عند‎ X = 2 قابلة للتفاضل عند‎ f (x) أن‎ 
و‎ + 4-2 ,x«2 
О [x] , 2<x<3 
2x—4 2223 
الحصل:‎ 
x = 2 عند‎ : Уј 
lim £ (x)= lim- x? + 4-2-2 
Л-»2 Л-»2 
lim /(5)- lim |Х|-2 
h22* وم‎ 


7)2(-]2[-2 


إذن الدالة مستمرة عند 2 = X‏ 
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h—0 h 
نبحث وجود النھایق‎ 


5 ]2+71-]2[ 


h—0* h—0* h 
Т 2-2 
= [nm ;, - 
07ج[‎ h 


fQ*n)-fQ) ۔‎ - (2 +h)” +42 + h)-2- [2] 


lim im 
h—0 А-0 h 
со 4 АД h^ 47-2-2 
= lim 
h—0 h 
-]lim 7-0 
h—0 
الدالة قابلة للتفاضل وء‎ O النهاية من اليمين = النهاية من الیسار أَيْ أن النهاية موجودة وتساوي‎ 
7" )2(<0 
X=3 :عند‎ 158 


lim (> lim | 1-2 
Л-»3 Л-»3 
lim ع(ع)/‎ lim (2х-4)-2 
هوم 37 وم‎ 37 
76)=26)-4=2 


.. الدالة مستمرة عند 3 = × 
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ثم نبحث وجود النهاية 


f +л)- fB) 


=]! 
ENT h 
نجد أن»‎ 
3+h)— 3 3 h|-2 
رن‎ 0 Ben] 
h—0 h—0 h 
li 2-2 
т h 
-0 
9 
3c h)- 3 2(3-Л1-4-2 
бж) (3). 26+) 
h—0* h 07ج[‎ h 
. 62-6 
= 0 
h—0* h 


! 1 7 ТЭР Vs " 2 ОТ, 

أي أن النهاية من الیسار =0 والنهاية من اليمين = 2 ӘУ‏ النهاية غير موجودة. ومن ثم (3)" كر غير 
موجودة والدالة غير قابلة للتفاضل عند 3 = X‏ 

A3 ds lube etr bas AC هی ده مف ع‎ YO محف أن‎ wl 
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القواعد الأساسية للتفاضل 

عملية إيجاد الشتقة قد تصبح بالغة الصعوبة |13 ما استعملنا التعریف في حالة الدوال التركيبية 
ا معقدة. ولکن نحمد الله أنه أمكن 123 معادلات عامة وقواعد تمكننا من إيجاد f'(x)‏ 
بدون استعمال النهایات. وفیما يلي نتدرج Š‏ ذكر هذه القواعد والبرهنات. 

1( مشتقة الدالة الخطية 

f(x)sax-b انا‎ 


f(Gx)a ә 
البرهان‎ 
; [a(x + h)+b|- [ax + b| 
х)-1 
f'() lim ; 
= li = (1 
hao А 
مشتقة القدار الثابت‎ (2 
f(x)=b إذا‎ 
7'6)=0 
البرهان‎ 
f'(x)= 0 
эд Л 


3( قاعدة القوة: 
f(x)9x" өм сав (d‏ 


РО) ny" as 
n € 0 عندما‎ X 0 شريطة أن‎ 
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البرهان 


إذا كان 71 عدد صحیح موجب من السهل إثبات أن 


ol ği 


وباستعمال التعریف 


وإذا کان sas И‏ صحيح سالب ob‏ بوضع k ۰11 = —K‏ موجب. X О‏ یکون 


k -К 
f'(x)= سنا‎ 


× - عم 
іэх ]-‏ 


|= 


1 
1 х 


= 


= шп 
برجم‎ Ї-Х 
: x" cu^ 
EL te 
7ے‎ ej. dex 
E x t-x 
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E jx 
x x 
بر‎ 
= пх"! 


ОЎ صحبحة‎ буй! تظل قاعدة‎ И = 0 وعندما‎ 
(x«0)f'(x) 20x! 20 . f(x) 1ار‎ 


гэ NEE T ١ 


إذا مشتقة X”‏ هی 


l 1‏ 
ب) إذا كان الس هو ء 71 عدد صحیح موجب فان «Je‏ "مد f(x)»‏ یکون 
1 


í l 
Р) 
п 
البرهان‎ 
L 
. (x+h)n-x"” 
f'G)- tim! ) 
ho h 
) - vd" qu db epa" £y za" у 
oB Ux ۷ إذا‎ 
u-v _ 1 
n n  ,n-l n-2 n-2 71-1 


(x4 n)!" ات‎ 
اون ۲ر‎ 71-1 n-2 n n-l 


(x+ h), (x+h) n x" -.. x^ 
ينتج أن‎ h — 0 Jews 
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1 -n+l 
5 71-1 e 
17 1 پر‎ 
nx "^ 
1 
1 لپ‎ 
)و‎ xa là] 
n 
کان الأس على صورة 22 معدم‎ I5] ج-‎ 
1 
т ү т 
f'(x) 5x" . f(x)= x" d 
n 
البرهان نستعمل نفس المتطابقة ا مستخدمة في )40 (ب)‎ 
ыг т 
v=x" .uc-(x-h)s بوضعء‎ 
m 
m 
(x+h)n —x" — 1 
x+h Ж — x” m m D m 
( (ce А), 79 a c ys Px" + (+), 070 
lim متا‎ -xn 0 1 
h50 (x4 A)" - x" m 7 7 5 
00001١ (c hys D رجآ‎ 2 yn وروی تد‎ 87) 
cd 
"(0-1 
nx” 


إذن 
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m 


т 223 
(x + Ah), — x" 
: 1 
lim = 2 
вэд (x+h)" - Pai) 
h nx” 
m m 
(x+h)n — xn 
lim h ل‎ 
0م‎ mx"! ” (n1) 
nx” 
إذن‎ 
1 
m рээ 
00 (xh) —x" mx" 
lim " 7 
h—0 m-— 
nx. 
m 
ee 


n 
m 


23 
цорын‏ 
п‏ 
مما سبق نجد أن مبرهنة القوة صحيحة لجمیع القوی الحقيقية صحيحة أو قياسية. وسوف نثبت 
فیما بعد صحتها لقیم القوة غير القياسية. ویصبح على وجه العموم. 
انا /(х)-х“. a e‏ فان 
f'(x) = х!‏ 


ومن ثم انظر الجدول التوضيحي, 
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1 
boc 12 
—x2z Мх =х 
2 2۷ 

1 
De 2 3 
3 330 

бх? х” 

0 7 
1 
1$ -l 1 5 
E с 3 dra 3 -x? 
3 کل‎ 1٢ 
لحن وو‎ NS 
x == шээс 
xX X 





3- الاستمرارية وقابلية التفاضل 
سنبين هنا أنه ليس کل دالة ‏ قابلة للتفاضل عند کل قيمة ل × Š‏ نطاقها وآنه إذا كانت f‏ 
غير مستمرة عند 4 فانها تکون غير قابلة للافتقاق عند 4. زد على ذلك أن كثر من الدوال 
الستمرة غير قابلة للتفاضل. ولبحث قابلية التفاضل علینا أن نبحث وجود أو عدم وجود النهاية, 
Foch) f)‏ 
lim‏ 

h‏ مجر[ 
من عدمه. ومن الناحية الهندسية نستطیع القول أن الدالة گر مستمرة عند نقطة على بیانها إن t‏ 
يكن هناك أي قفزة أو کسر عند هذه النقطة. آما إذا كانت بالاضافة إلى ذلك نفاضل فان بیان f‏ 


يمر خلال النقطة بطريقة تدريجية ناعمة بدون أركان أو مماسات رأسية. شكل )75( يوضح بعض 
بيانات دوال في الحالات مختلفة. 
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ولكن غير قابلة للتفاضل 


غير مستمرة عند وغير قابلة للفاضل 





شكل (75) 


على الرغم أن ليس كل دالة مستمرة تكون قابلة للتفاضل إلا أنه على العكس كل دالة قابلة 
للتفاضل تكون مستمرة. 

مبرهنه: 

I3] "‏ کانت ‏ قابلة للتفاضل عند 4» فإنها تکون مستمرة عند 0 " 

البرهان, لنفرض ‏ قابلة للتفاضل, فان 


f(x)- f(a) 


f'(a)= lim موجودة‎ 
xoa xa 

fG)- f(a) ۔‎ fG)- fa) - 

х > а х-а i 


167 








0 ظ7 
lim fia) lim| OZ. iq (a)‏ -(ه)/ lim‏ 
f (a) f'(a) lim (x =a)‏ = 


۰ مستمرة عند 4 انتهی البرهان. 
تعریف (قابلية التفاضل على فترة) 
" يقال للدالة گر آنها قابلة للتفاضل على فترة مغلقة [a,b]‏ إذا كانت گر قابلة للتفاضل على 
الفترة المفتوحة (a,b)‏ وكانت النهایتان Г, «Г‏ موجودتان» حیث 
a+h)- fix) ,. : b+h)—- ۵‏ : " 
fb)‏ کر ہر E =i EtA)‏ 
h‏ 0ج7( h—0* h‏ 


تسمی LU‏ المشتقة да‏ المشتقة الیسری انظر شكل )76( 
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تعریف (الناب (Cusp‏ 
РГ) Jua"‏ له "تان "هد 2ک S X‏ مسد غد d‏ مستمرة وق 
الشرطین: 

× 2ج‎ uws (х) оо 1 

2- مج (х)‏ عندما 0ج × 
jl‏ العکس 11-00 "ха цБоо.Х-»‏ 
کا مثال الموضح في شکل )77( 
لاحظ أنه اذا كان f(x) — +٥‏ عندما 








aids СОГХЭ ааг 
من الجانبین‎ f(x) وبالمثل لو أن 00- جح‎ 
(78) كما في الشکلي‎ 

شكل )77( 
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lim /(5)-- 

x0 

lim f (x)= 

x0* 

.2 الدالة لها ناب عند 0 = X‏ (لاحظ آنها مستمرة عند y = 0 >× = Ü‏ كما à‏ شكل )79( 





(79) JS 





إذا كان y = f(x)‏ فان الشتقة الأولى يرمز لها بأحد الآتية 


f'e) y 2 = а) Dy, D, f(x) 


dy , d 
PE o مؤثر تفاضلي وکل من‎ — Dy یسمی كل من‎ 
dx dx 


أو تفاضل y‏ بالنسبة إلى X‏ 
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]13 كان ا مراد حساب الشتقة عند © = X‏ مثلاء قد نکتب 


ай D i f'(a) 4 





H c Iv dy 
461254 ах 


гэр т 
Dl )2 2x 

deje soo 

و نت و 

ze] - 2 -12 

29 o3 8-2 


E ۳ - bx? ۳ 


FM - оиу], - 121873 (- 24 


قد نحتاج إلى ایجاد مشتقة ا مشتقة. فنسمیها المشتقة الثانية أو التفاضل الثاني للدالة ‏ ویرمز لها 
S" ын‏ 


POFA =E p) 
>) 01| - (r00) 


` dx dx EU 
d? А 
f'(x)e — f/(x)= D'xy 
dx? 
) وبالمثل نستطيع الترمیز للمشتقة الآنية (رقم 11ء 11 عدد صحیح موجب‎ 


(= SEED гарду ume 
dx" 
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حيث N‏ رتبة اللشتقة f")‏ وکلما كانت 1 < 7 سمیت الشتقات بالشتقات العلیا. 


فمثلا إذا كان 
f(x)» 2x75‏ 
فان 
а‏ =( 
f'(x) = 56 3‏ 
9 
m = 56 -2/3‏ 
PR 5х‏ 
Euch‏ - =( 
085 360 _۱م(ہ) 
a‏ +0 
وهکذا ۳۹ 
4- آسالیب التفاضل 


نورد في هذا الجزء بعض القواعد العامة التي تساهم Š‏ تبسيط عملية الاشتقاق. 
إذا کان گر g.‏ دالتين قابلتین للاشتقاق» کل من 6۰0۰0 ثوابت duke‏ 7 عدد قياسي 
فان: 


مېرهنة (1) 
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dx m 0آ‎ 
-clim ا‎ fe). 4 (цуу) 
1 Í) انتهی برهان‎ 
а (о) که فعالاي نو‎ 1 


امھ s‏ )رن 
h h‏ مجم 
MEDION EE‏ 
h h0‏ مجم 
d‏ 
(re) (80)‏ ۔ 


انتهی برهان (ب) 
ج- يتم البرهان GU‏ كما à‏ (ب). 
4 


L ہت وز‎ = 24 (= вз 























4 (55). 5652-15? 
dx f 
“basa )-8х +15 
ах ` 


4(58-56)-88-150 
dx ` | 


مثال (5): آوجد 


p -5x) 4x? ex - 3x33] 
x 


الحصل: 
d‏ 


— –5аз ex! ex 33433) 
x 


1 
42x 4 ——-3‏ ر15- 8х3‏ = 
24x‏ 
مثال (6): 
آوجد معادلة المماس لبیان الدالة 
3 
×لہ/3- ې у-2‏ 
(x21) аы‏ 
الحل: 
y = 2523 234 V2‏ 
5-32 2+ 2220 
ах 3 2‏ 
ميل المماس عند النقطة 1 X=‏ 
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3.17 4_ له 
dx; 3 2 6‏ 
3 3 

v1- 21‏ 22 ل“ 

-2-3--1 


معادلة ا مماس, 
т(х- х)‏ رايو 


7 
»-C0- 0-1) 
бу-6-17х-17 


17x -6y -2320 
) مبرهنة (2): ( قاعدة حاصل ضرب دالتين‎ 
d d d 
“(+ geo] H (+ л) 809 
X dx dx 
تفاضل الأول.‎ x تفاضل الثاني + الثاني‎ x تفاضل حاصل الضرب = الأول‎ (sl 
y= f(x) g(x) su البرهان:‎ 


-pm L&H) aor 1)- flx) 86) 


2 h—0 h 

f(x) 80)‏ اع Et) Go) (А) а(х) + f Gc h)‏ ني 
h0 h‏ 

ں۶ٹت۶ئ۶تںب'آ٦‎ 


h—0 h h 
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= ра + (0 ہیں لتاق ان جعاع‎ g(x): lim د)/‎ h)- f(x) 
0ج(‎ (0 h (0 h-y0 h 


= F6) (в (к) +в) S Gro) 


dx 
انتهی البرهان.‎ 
ويمكن الصياغة على النحو,‎ 


(лр) = yia + xi ویر‎ 

مثال )6(: 

. dy/dx أوجد‎ y= (à -4x1) k5 + x° -1x«7) كانت‎ I3) 
الحل:‎ 


= (2ږه-‎ (5x4 +2x-11)+ 6x? -8x) (2 + × -11х47| 


44x? [‏ فرع (5х7 +204 11 -20x5‏ = 
+3x1 2338 +212‏ کرد + 
«88x? — 56x)‏ ?&- ^&- 
5x! - 20:6 +3x° - 3x^ – 52x + 153:2 - 56x‏ = 
مثال (7): 
آوجد نقط بیان العادلة |2 -3х-‏ 2( 3ل = y‏ التي يكون عندها اللماس أفقياً أو 
i‏ 
الحل: 


& ب (3_عرج) ېږ‎ 1,73(2 -3x42) 
dx 3 
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2 
7فض 5 





3 و 
dy _ 3x(2x -3)- x? -3Х-2‏ 
Ze 32/3‏ 
dy 7x -12x«2‏ 
dx | 3x25‏ 
يكون المماس أفقياً Ú‏ 0 
dx‏ 
7x* -12x 42-0‏ 
4/22 +6 = 
7 


а ,‏ 
ویکون الماس +оо U iul;‏ چ أي عندما المقام پساوی 0 
X‏ 


x-0 
(0,0) مستمرة إذن يوحد مماس رأسي عند‎ f Ares وما كان عند‎ 


مبرهنة 3: (قاعدة خارج القسمة) 
d Z e _ а(х) (к) – Л)в (о)‏ 
ах| g(x) (g(x)‏ 
ونتذكرهاء مشتقة خارج القسمة هي المقام × تفاضل البسط ناقص البسط في تفاضل المقام 
البرهان 


y = f(x)/g(x) «ois إذا‎ 
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ES th) в) + в) (х) – feet n)‏ نن 
h—0 h g(x- h)g(x)‏ 
хүү goler- Gb абе) eG]‏ 
h—0 ( - a e‏ 
f(x g[|x+h)— g(x‏ زعم fix‏ 
ЕЕ g(x) ; - f(x) ;‏ 
h—0 g(x+h) g(x)‏ 


«л انتهی‎ 
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الحل: 
٢‏ ها -3x‏ 4جچا۔(2و۔ 322 (2x?‏ _ رہ 


dx х2 + 3| 
_ 24х7 –18х* +36х° –27х^ –12х7 +12х* – 4х 


х2 +3) 


_ 127 - бх“ +36x° – ر27‎ - 4х 


x? +3) 





а -1 1 
1. > 
а (Lex) 24x 
1 -1 
2./х1--4х 
:)8( مثال‎ 
لبیان العلاقة 2 = پر‎ X = 2 ۰26 = 1 آوجد معادلة المماس عند‎ 
х-2 
الحل:‎ 
dy (х-212)-2х0) 
dx (e=): 
dy -4 
dx (x -2y 
2(1) 
A =] عند‎ 
و‎ 5 
y--2 
کے عو‎ ET فان‎ 
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معادلة الماس هي 
m(x-x)‏ ے у-у‏ 
у+2=-4х-1)‏ 
y+2=—4x+4‏ 
4x+y-2=0‏ 


у= 20) و‎ 


الدالة غير مستمرة عند 2 = X‏ وبالطبع لا يوجد مماس. لأنها غير قابلة للتفاضل Эл!‏ 


X=2 عند‎ 


مبرهنة (4) ( قاعدة السلسلة ) 


" إذا كان U - g(x) . y = f (u)‏ وکلامن Bu y‏ موجودان فإن تفاضل الدالة 
dx du‏ 


š = = уи) (к) هو‎ y = f (ex) аә 


البرهان 


g(x+h)— (х) .h— 0 عندما‎ 
іи أن‎ glx+h)=t.g(x)=a بجعل‎ 
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ау. f(t)-f(uw) . 8(х49)-80) 
- lim lim 
dx برجم‎ t-u h0 
= f'(u)g'(a) 
انتهی البرهان.‎ 
:)9( مثال‎ 
u-x^-2x. إذا کان 2 - پر‎ сы أوجد‎ 
الحل:‎ 
du 3 و‎ : du _ ف مو‎ 
dx 2 dx 
«o3 
du u dy du 
dx du dx 
= zu! x -2) 
- 32 - ۳ (x-1) 
أي أن‎ 
مراک‎ -0х|” - م‎ sga (2х-2) 
- 32 -2x) (x—1) 
وعموماً‎ 
u-g(x) . у=и" seu 
فان‎ 
4 -nu'.g'(x) 
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а [e(x) = n[e(x)] ٠١ g'(x) 


dx 
:)10( مثال‎ 
у=? + 21-7 ب-‎ y= -4x? +6) й. 2 зай 
الحل:‎ 
1 - تاو‎ -4x +6) Gx -8x) û 
dy 1 1/2 


Ave das) 


- (2х-2) ب)‎ 


Ш х-1 
ЈА 


مثال (11): 


f (x)= (ax + by (cx + df عندما‎ f(x) آوجد‎ 
. ۵,0, ©, © ثوابت حقيقية‎ 
الحل:‎ 


f'(x)= (ax + b) ا‎ а) + (ex df (хо) 
ах ах 


(ax ^ b) 6(cx + dy (ع)‎ (ex + df 5(ах + b)' (a) 
(ax +b) (cx + dy l6c(ax + (+ 5а(сх + а) 

( 

( 


5 
4 
ax + b)' (cx + dy [(6ca + ۵ )x + 669+ ad] 
ax + py (cx + dy (11cax + 6cb + 5ad ) 
العامل التفاضاي. ومن اجب أن یتذکر الطالب‎ АЈ قد سی‎ (x) 
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تفاضل X^‏ في الحالات الخاصة n?‏ . 1( , 0 = 71 على النحۍ 


1 
(i‏ تفاضل جذر X‏ = 
: ضعف الجذر 


а 1 
шаг J 
E : 24x 
تربیع‎ X ناقص واحد على‎ = X ب) تفاضل واحد على‎ 
4 (>3 
dx\ x] x? 


=( تفاضل المقدار الثابت = 0 


5 


«0 قاعدة السلسلة نجد‎ JU- bs 
تفاضل الجذر = واحد على ضعف الجذر × تفاضل ما تحت الجذر‎ )1 


=| 


2 تفاضل واحد على دالة = ناقص واحد على مربع الدالة × تفاضل الدالة 


(259 БӘР 4 


مثال )12( 





а 
X = 0 ومعادلة المماس يما‎ > су أوجد‎ 
dx 





= | шор 
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الحل: 








dy _ 1 É я Тв المع ملب‎ 
i ЇЕ +1) + 2 44 
=> І afale +1 mil 

ЇЕ Я 1 Я EM (2 4 | 


Е кон 
Je + +1 ы) 
E E 1 
(840 ea 


22 1+1 رز 
у-0‏ 
У-У| =m(x- x)‏ 


у-42-0 


عندما 0 = × 

















بند 3.3: التفاضل الضمني والتفاضل البارامتري: 
1: التفاضل الضمنی: implicit differentiation‏ 

اذا کان /(х)- У‏ فان ۲ تسمي دالة صريحة في X‏ وكذلك المعادلة f(x)-o‏ - 
Y‏ تعن نفس الدالة f‏ 


فإذا كتبنا y = 32 — Y,‏ نقول y‏ دالة صريحة في X‏ 
ا معادلة ху-3х7--5-0‏ تعين نفس الدالة ⁄5 - з‏ (ند)ر 


gus‏ عوضنا Jan: f )6(- y‏ علی: 
22 2 25 
xx -$)-xx +5 = 0‏ 
3x! -5-3x? +5 = 0‏ 
0=0 
وهي متطابقة لأنها صحيحة مهما كانت X‏ 
ولکن في المعادلة 0= 5+ .xy—-3x‏ نقول أن У‏ تتعين ضمنا من هذه العادلة. أو أن у‏ 
هي دالة ضمنية وبالطبع ليس Š‏ جمیع الأحوال يمكن تحویل الدالة المعرفة ضمنیا إلى دالة 


صریحةء فمثلاء العادلة: 
y)? = 2х‏ + دل y! -2yx*‏ 
تتضمن dl‏ ضمنية Y‏ ولكن یصعب إيجاد Y‏ كدالة صريحة في X‏ وهدفنا في هذا الجزء من البند 


4 هو إيجاد مشتقة الدالة الضمنية دون الحاجة إلى تحویلها لدالة صريحة وأحیانا ما تتضمن امعادلة 
آکثر من دالة ضمنبة فمثلا المعادلة: 

y +x =6‏ 
يمكن تحويلها إلى دالتین صریحتین هما: 


у= +416-х? 
р(х) 5-416 —x . f(x)2 16-х 20 





ولایجاد تفاضل دالة f^‏ معرفة ضمنياء نستعمل طريقة تسمی التفاضل الضمني, وفیها نفاضل کل حد 


من حدود امعادلة بالنسبة للمتغیر امستقل X)‏ ( ثم نوجد n‏ 
من الناتج مع ملاحظة |0: 
d d :‏ 
(y) e(v)‏ 


2 1 dy i 


مثال )13(: 
]13 کان: pes‏ و دي ep‏ نه 3 
تعرف دالة f‏ ضمنيه و کر قابلة للتفاضل آوجد f'(x)‏ 
الحصل: 
فاضل مباشرة بالنسبة إلى x‏ 
буу +10 = 2y' -1‏ - 47+ ر4 
آنقل جمیع الحدود التي تحتوی y^‏ إلى الطرف الأيسر وباقي الحدود إلى الطرف الأيمن: 
3y'y' -6yy' - 2y!' 2 -1-10x - 4x?‏ 
خذ y'‏ عاملا مشتركا , 
y 8»? - ey -2)- -) 10+ 4x?)‏ 


Y آوجد‎ 
د‎ 
rO- -(1+10x+4x°) 


(х) )-6/(4)-2 
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مثال14: 
اوجد معادلة الماس لبیان اطعادلة: 
y* -3y-4x! = 5x41‏ 

عند النقطة X=]‏ 
الحصل: 

فاضل بالنسبة إلى «х‏ 

3уу-3у”-8х-5 
у(4у° +3) 8х 


8x 3 
ne Ay 4320 j уж, | 
á 4y? +3 Í ER 








y *3y-4-2541 
y +3у-10=0 
(у-21у-5)-0 
у-2 уз-5 
يوجد نقطتان عندهما 1= × ء هما:‎ 15] 
(کكبل)ٍ/‎ «E(12) 
على الترتیب‎ Р, P, ميل ال مماس: عند‎ 








80) 80) 
سر‎ es ЛЭГ 3 
45) +3 4(2) -3 
8 8 
m = سس‎ m = سب‎ 
—479 35 
:03 هما‎ Р, Р, معادلتا الماسن عند‎ 
P, عند‎ 
رل‎ e т(х-х) 
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8 
1-ر)--2-‎ 
y-2=Ž(x-1) 


35y - 702 8x —8 
ёх-35у-62-0 
P, وعند‎ 
+5 = 21 
497 
497 + 2395 < -8x +8 
&x + 4977 +2387 
مثال(15):‎ 


آوجد النقط. الواقعة على بیان الدالة c 25 48:20:05 Ул f(x)‏ 
التي یکون عندها الماس موازي للمستقیم 0 = 5 + E dy‏ 3. 
الحل: 
نوجد ميل ا مماس بالتفاضل مباشرة بالنسبة ل × 
2x + 2yy' 20‏ 
2уу --2х‏ 
x‏ ; 
ул‏ 
y‏ 
ومیل الستقیم: نوجده ولو بنفس الطريقة 


-= ار جد0 - 3+4y‏ 


اماس // الستقیم عندما يتساوى «QNA‏ 
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х +y =5 بالتعویض 3 معادلة‎ 
16x? 








a =25 

25 ور‎ 
х? =9 

۳ eu X=3 оу 
رز‎ < 4 . y=4 


المماسان عند ( 3,4( ( 4- ,3-( يوازيا 2121 ө‏ العلوم 





مثال (16): 
إذا كان 
x+y+4y -x - 2‏ 
d‏ 
أوجله مب 2 ومعادلة المماس عند 0 = X‏ 
dx =‏ 
الحل: 
فاضل الطرفین بالنسبة إلى: x‏ 
y+ Xyy -x) 250)‏ +1 
ر 2 


2y' 4 y! - x! +2уу -2x 40‏ + يرت y!‏ 24 
12-12 وتا + 12-32 yl‏ 
2-2 مو 
== اپ کار 
-x‏ و + بز 
من معادلة ال منحنى hues‏ 0 < 2. 
2 - مر + رز +0 


1 - بر 


9 


ومیل ال مماس عند النقطة ) 0,1( هو 











2 "EE 
9 Lon) y) - ا‎ 
Ta 
2 
معادلة المماس هي:‎ 
رم‎ = m(x —x,) 
1ب‎ - 2» -0( 
х-2у-2-0 
مثال(17):‎ 
“ر اوجد "پر‎ +3 - Ax? 2 5x +1 озы 
الحل:‎ 
433 y + 3y' -12x? = 5 
yay? +3)=12x? 425 Р 
2 
ym +5 7 
ر4‎ +3 


بتفاضل )1( مرة آخری نسبة إلى د . 
ya»? ۳ 2 y'a? + 3)= 24x‏ 
УТ у!-3)-24х-12у2у7‏ 


yo? +3)= 24x12? (25251 
(53 +3) 
سس‎ 24 2y? (232 +5) 
ر 3+ ر‎ +3( 
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مثال(18): 

(x+ уў = Xy إذا كان‎ 

اثبت أن 

2-0- )213 ات رو کی 

dx? dx dx 

الحل: 

فاضل بالنسبة إلى (X‏ 

Xx y) (жу)сху + y 

فاضل مرة 456 

2(x+ y) 0")*20 ود-(ارم)) )ر‎ vy +y 

2xy" "2م‎ + 21+ yy -ху!"-2у 

y'(2x + 2 - (+ 20 4 Ур - y')= 0 

(x + 2y)y' + 2|у? + رر‎ + 1)= 0 

0 دوب[ 2+ د 2+ انتهی البرهان 


X dx 


2( المعادلات البارامتریة: Parametric Equations‏ 
في هذا الجزء من ха‏ 2-4 نقدم طريقة جديدة لوصف ا نحنیات ا مستویة باستعمال ما یسمی 
بالمعادلتين البارامتريتين للمنحنی. فإذا كانت f.‏ دالة مستمرة فان ( gr‏ یسمی منحنی مستوی. 

والتعریف الأكثر عمومية للمنحنی المستوى هو: 
المنحنى الستوی هو مجموعة C‏ من آزواج مرتبة (f (t). g(t))‏ بعیث گر و 8- 
مستمرتان على فترة L‏ 
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وقد اعتدنا للتبسيط استعمال کلمة منحنی فقط بدلا من منحنی مستوی . 
وبیان © في التعریف السابق یتکون من جمیع النقط à P(t) = (f(t) g(t))‏ المستوى 
ХУ‏ لقيم Í‏ في الفترة L‏ 
وامعادلتان . 
х= f(t). у= (t). te‏ 
يسميان المعادلتان البارامتریتان للمنحنى С‏ بالبارامتر 4 
وأحیاناً يقال ا معادلتان الوسیطیتان للمنحنی C‏ بالوسيط 1. 
وللحصول على الصورة الديكارتية معادلة النحنی » نحذف البارامتر ‏ من М‏ البارامتریتین . 
(x)‏ ۶( £ 
)مراع у=‏ 


x= fle (0) 


فمثلا ]15 كان C‏ منحنی معادلته البارامتریتین هما 
x-2t, у= -1, ->>2‏ 
للحصول على شكل المنحنى Ue»‏ نکون الجدول الآقي: 





1 1 3 

Ї -1 == 0 ES 1 — 2 
2 2 2 

X -2 1 0 1 2 3 4 

y 0 23 1- 3 0 3 3 
4 4 4 




















توقیع هذه النقط في الستوی الكارتيزي يؤدي إلى الشکل الواضح في شکل )84( 
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شکل )84( 


ولایجاد الصورة الديكارتية لعادلة المنحنی دعنا نحذف ‏ من المعادلتين. بحل الأولى بالنسبة إلى ۶ 


X 
t = — نجد‎ 


وبالتعویض في الثانية 


2 
]– ږ-- 
24 

وهي معادلة من الدرجة الثانیة سبق دراستها تمثل قطع مکافئ متماثل بالنسبة للمحور GU У‏ 
کالمبین في شكل )84( . 

T‏ آمکن الحصول علی الصورة کاب کان من السهل اجا ولکن دورن الك اخسون 

dx 
بدون التحويل إلى الصورة الديكارتية التي يصعب غالباً الحصول علیها. مثل‎ 4 Je 
X 
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21 b -1 
23 


рээ А y 
|| +1 


172ر 2/3 


وهكذا لذلك نورد المبرهنة التالية ء 


E= f‏ ور 


مېرهنة : ( مشتقة الدالة 48,541 بارامتریا ( 


"إذا ele‏ المعادلتين البارامتریتین онд у = 80) X= f(t)‏ آملس C Јал‏ فان ميل 
رن ٣‏ سے ХХ‏ 
dx‏ 


Фу. U^ dx 





; — x0 
dv dy, ° dt 


وقد اعتدنا استعمال الشرطة Prime‏ أي уа) y‏ 2 ولأن نستعمل النقطة X y 0 dot‏ 
X‏ 

dy dy 

dx dx 


لترمزان إلى على الترتیب . أي أن ء 


`. 


y — مو‎ x = 0 
x 
مباشرة باستعمال دالة الدالق ‹ حيث‎ b والبرهان‎ 
dy dy dt dyjdt y 
dx dt dx аа х 
وللحصول على اطشتقة الثانية ء‎ 
" d , ۳/۵ (y) 


У? — dud ғ 


ویجب ملاحظة el‏ 


уа 
Х 
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مثال (19) 
إذا كان C‏ هو منحنی ممثلاً بارامتريا على النحو 
x= -3t , y 2t? -5t-1, teR‏ 
أ) أوجد معادلة المماس ل C‏ عند نقطة بارامترها 2 = Í‏ 
ب) آوجد النقطة التي يوازى ا مماس عندها المحور X‏ أو اللحور У‏ 


2 
یہ 
X‏ 
(ә‏ آوجد المعادلة الديكارتية للمنحنی /). 
الحل: 
1 کے ار 
X‏ 
АЕ 21-5‏ 
3- 312 


у= 22 -5х2-1=-7.х= 2° -3(2) 2 2 ميل الماس عند 2 = ۶ هما‎ 
y- yy = mx = xj) . معادلة الماس‎ 


y*T--:(6-2) 


х+9у+61=0 E 
ye ها أن‎ (o 
Х 
أيْ‎ y > 0 Ú x ب1) الماس // الحور‎ 
21-5 = 0 عند‎ 
[552 

E 2) النقطة‎ 
8' 4 quem 


195 





ب2) ا مماس // المحور y‏ ما 0 = š] X‏ 
0= 3- 32 
t=+1‏ 
31 أن هناك نقطتان يكون عندها الماس رأسیا هما 
і=—1= (2,5) . t=1=(-2,5)‏ 
у=0) (=‏ 


X 
гуу- BC -3])- 2-569 
2-3 
_ 61-6-12 +01 
op = | 
_ - 6 «301-6 
(2 | 
212 +10/-2 
x? E | 
xor TO 


y == 


3873 
°( نحاول حذف Í‏ من ا معادلتین ء 


x= | -3) 
y= - 51-1 
2 = у+51+1 
x=t(y+5t-2) 
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x = ty t 5t? —2 
= іу+5(у + 5t -1)- 2t 
- رر5 + رم‎ + 251+ 5 – 1 

5 +برذ +231 + رن - 
х-5у-5-1(у-23)‏ >= 
وه دو 

у+ 23 


بالتعویض Š‏ معادلة У‏ ء 
2 
EE‏ سیا 
y + 3 y- 23‏ 
ومنها 
(у+1) (y+23) -(х-5у-5) (x-10y -120) у= 23‏ 


وهي العادلة الديكارتية للمنحنی 
وشکل )85( یوضح بیان ا منحنی . 
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تمارين 2-4 


من )1( إلى )20( بفرض أن المعادلة تعين دالة قابلة للتفاضل f‏ بحیث y= f(x)‏ > أوجد 
dy‏ 

dx 

2x? 4352-10 a 

5х4 -2y* = xy (2 

2x5 +x y+ y - 5 ۹ 

5x? 2د‎ + y? 26 (4 

2x? -3xy? - 4y? 20 (5 

x^ + x?y? -2xy? + yx? 4 x 20 (6 
xl? + yl? =9 (7 

x1? + y?3 216 (8 


9( 3 لس رل + له 


х? + xy = 7 (10 


2х-4јху+ y? =6 (п 
TP 
х= y 
y+2 
Үху-3 
х-2 
Үху-3 


y = 4х? ma +3xy (15 





y= (12 








(13 








(14 
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у +х22у-4х-2=0 (16 


(17 


(18 


1 کو ہج 1 


+ 


X y XxX y 2 
y! ېا‎ yp" 


(2 y/u ai —-4a?x? S b2 ад 
х? y) -1 (20 
Р من )21( إلى )29( آوجد معادلة مماس والعمودي عند النقطة‎ 


)21 


)22 


(23 
(24 
(25 
(26 
(27 
(28 


(29 


xy +16 - 0 

x? 2 
AID 

16 12 
y^ -4x^ =5 
2x -xlyy?-120 
xy? +3 227 
5x? -4y? -56 
9х2-4у2 272 
2х? —5y? =3 
3y? -2x? - 40 


P(- 2,8) 
P(2,3) 


P(-13) 
P(2,-3) 
Р(2,3) 
Р(-2,3) 
Р(2,3) 
P(- 2,1) 
P(2,-4) 


30( اثبت أن معادلة الماس للداثرق 0 = х? + Pa +2ax+2by + c‏ 
عند نقطة (X1, у)‏ على محیطها هي 
+x)+b(y + y)+c =0‏ وه + хүх yyy‏ 
1 اثبت أن معادلة ال مماس للقطع الناقص 


-1, а»9»0 


БО: 
N N 


2 


шан 
E 


& 





2 تر‎ 
а? b 
хх уу 

a b? 


32( اثبت أن معادلة الماس للقطع الزائد 1 = 
ме‏ النقطة Р(х,у)‏ هي 1 
33( اثبت أن إذا مر العمودي على القطع الناقص ( تمرين31) ركز القطع )0.0( فان القطع 
يكون دائرة . 
34( أوجد معادلة ال مماس لبيضة کاسینی ء 
y? + ai - 4a? x? = БА‏ + 2( 
b= 6 а= 2 kus‏ عند النقطة | ۸/2 ,۲)2 


35( آوجد معادلتي ulad‏ والعمودي للمنحنی x + y - 307(۷ = Ü‏ 
عندما 2 0 عند النقطة P(6,6)‏ 


(2 t Па! = 260 ху كرر تمرين )35( للمعادلة‎ (36 
14 225122 


آوجد النقط التي پوازي عندها الماس الستقیم У = X‏ 
في التمارین من )37( إلى )42( آوجد معادلتي المماس والعمودي عند النقطة المعطاة: 
t=] xe -26162. ЕРЕ -1 67‏ 
Ж А у= -1 (38)‏ د .006160 j2-] uw‏ 
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1-2 xc. te R. ع بر , 4/2-5 دع‎ 21 + 3 (39) 
(264 ss. teR. хаг, وه “ادس‎ 
] < 4 عند‎ (20. х=, بر‎ 31 +4 (а) 


y? +t —yt=21, ×+ -2xt-21 (2)‏ 
y eX ==. эь‏ آکر من 0. 
)43( في التمارین من )37( إلى )41( أوجد الصورة الكارتيزية لمعادلة المنحنى. 


)44( آوجد النقطة على منحنى y 2-612 —18t x=-‏ 
یکون عندها ميل الماس 0( 2 ب) 0 


(45) أوجد النقطة على المنحنى x = +I‏ . 5/2-3 ر 
يكون عندها ميل المماس )4 ب) 1- 
في التمارين من )46( إلى (48) آوجد نقط المنحنى /) التي يكون عندها المماس أفقياً أو رأسياً 
وأوجد y dx"‏ ثم أرسم بیان C‏ 
іє А. x= Alt yu raras‏ 
t>0.x=3t 7-61 , у= At (0)‏ 


te R. x -12t- D ,у=12 —5t (48) 





)49( إذا كان C‏ هوالنحنی : (саа у-6‏ يې 
49 2513 هو اطنحنی Š = O0———‏ = 
E Hr‏ 
Ayy" +4y? +9 = 0 уса‏ 
3X‏ 
у" = У Z «oic (50)‏ واستخدم هذه الصيغة Š‏ ایجاد y"‏ للتمارین من 


X 
. إلى )41( عند النقطة المعطاة‎ (37) 


201 


الباب الرابع 


Ф‏ تقات الدوال ا مثلثية 


في هذا الباب سوف نفحص النهایات التي تحتوی على دوال مثلثية ومشتقات هذه الدوال 
وعندما نناقش dl‏ تحتوی على نسبة مثلثية مثل X‏ 8110ء tan cost‏ وهکذا سوف 
نفترض Ulo‏ أن المتغير ۰26 أو © هو زاوية مقاسة بالتقدیر الدائری. ولسوف الآن بعض 
مبرهنات الدوال الثلثية الهامة. : 


хэ‏ 1-4 نهايات الدوال المثلثية. 
مبرهنة 1 
lim cos =1 .]igmsinO = 0‏ 
0-0 0-0 


البرهان 

لنعتبر 55 الوحدة U‏ كما à‏ شکل )86( 
Ө ils‏ في وضعها القياسي المحصورة بين 
الراسم ОР‏ وا محور X‏ موجبة عندما ندور 
من X‏ عكس عقارب الساعة. 





شكل (86) 
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ومن تعریف الجیب وجيب التمام 
امقابل | الجاور 4 
( الجيب > وجيب التمام " وینتج أن 
القابل = الوتر چا 0 = جا 6 sin 0 i‏ 
وا مجاور = الوتر جتا 6- aw (cosh 4 Ore‏ أن إحداثي النقطة هما 
(cos 0, sin 0)‏ ويتضح أن إذا 0 ج 0 sin — 0 æ‏ و 1 — 6050 


ولبرهان النهايتين» نقول إذا كان 0«0«7 MP > AP op‏ > 0 حيث MP‏ طول 
القطعة المستقيمة AP .РМ‏ طول القوس الدائري من ۸ إلى 1. 
من تعریف الزاوية بالتقدیر الداتري 

طول القوس 

نصف القطر 


Ө = 


-15, 


АР-0 я 
0<sin 0<0 оу 
یتبع من مبرهنة السندوتش (الانحصار) أن‎ 
сї 0 > 9180 > 0,0 ج‎ 0 u 
lim sin @ = 0 
0-0 


lim cosó = lim V1 - sin? 0 


00 0—0 


-А1-0-1 


وهو آول مطلوب 4035 


انتهی البرهان. 
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مبرهنة )2( 


sin 6 
=] 
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البرهان 

بالرجوع إلى U би» (87) JS‏ هي داترة 
الوحدة» وبفحص الثلث QAQ‏ 








امقابل 
ومن تعریف الظل دس 
ээн‏ 
oA 1‏ 
QA = tan Ө‏ — 
ومما سبق. 
MP - 0‏ شكل )87( 
ونلاحظ من الرسم 
مساحة الثلث AQQ‏ > مساحة القطاع РОА‏ > مساحة ДОР “ву‏ ولکن من 
هندسة 5.41« 
PM -lüXsing)- 150‏ درو = MOP‏ 
2 2 2 
وم - AAOP = 04x AQ = 1 (i tano)‏ 
2 2 2 
l > 1‏ 
٣ 0 = —0‏ - مساحة القطاع الدائري AOP‏ 
i 2 2‏ 
z 0 ом‏ 5110+ لا ge‏ 
cos‏ 2 
1 0 


1< —— > 
sin 0 





sin 0 


1> > 60 


و > > ووون 





وحیث أن 1 = 6080 Jim‏ فان عندما 0 ج 60 














0-0 
= 8 «I 
0 
sin 0 
lim -1 og 
050 0 
انتهی البرهان‎ 
(3) مبرهنة‎ 
البرهان‎ 
۱ 1-68:0 ۰ (1-со80) (1--сов0) 
IE 0 E 0 0 + cos 9) 
=]; 1-cos 0 
939 0(1--сов0) 
=]; sin2 0 
25 0(1+ соѕ0) 
516 . sin Ө 








= 0 im 
050 0 0+01 0 


ہے ا نے 
1-1 
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مثال (1) 























: آوجد النهایات الآتية‎ 
li tan 0 7 sin 50 2 
im 1۳0 
050 40 050 20 
. 1-٨87 . 2713-07 
lim —5 (4 lim 
0-0 Xx x0 Ax 
الحل:‎ 
Т sin 59 . 5 іп(50) 
im = ШП 72 
050 20 0502 (59) 
5 sin 50 
= = 0 
250-0 50 
UE 
2 2 
ji tand _ 110 1 5 
НЭВТ 40 2-4 Ө (0 
Ї 1 1 
= xIx = 
4 4 4 
2x-+3—3çosx |. 3(1— cos x) 
im ——— — = = | ي‎ | (3 
x0 4x x0 X 
- 2 )2+3*0(- + 
1-cosx (1-cosxYl-cosx) .. 1- “ومع‎ x 
lim — — = lim : = lim 5 
0-0 Xx 050 х(1+соѕх) 0-0 x^ )1 cos x) 
sin? x 
= [im 
60 x^ )1 + cos x) 
1 1 


"wp و‎ 


0 

















مثال )4( آوجد النهایات 








07 مو‎ Ө COS X 
im — 49 ENT) 
0—0 1 تک‎ Л 
2 
XCSCX . x? + 2cosx 
im 5 lim ک٢‎ (3 
xo0 x^ +1 x>0 Xx“ +1 
الحل:‎ 
7 7 
Э 0 ج پرے‎ =. х- = بوضع‎ )1 
2 2 
| Е 
095] X = TIS: 
2 
A 
COS ۲+ 
۱ cosx `. | 3 
lim -— Wd — 
xL چ ھی‎ 0 
2 2 


7 7 . 7 
)2+ زاویتها منسوبة إلى 2 تتحول إلى SIN É‏ ولکن Š p‏ الربع الثاني 





0 سالب 
. 7 
cos t+— |--—sinf‏ "' 
2 
-sint‏ . 
lim ша!‏ = النهاية 
t‏ 1250 
3.5 3 
02 07 ب (tan‏ . 
Ши q lman L‏ 
sin 0  8—0sin 0‏ 0-0 
e‏ 


Im. 3- 2 
0ج-0‎ sin” 0 
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C25) i E 
00. sin 0 GOS 





= lim 
8 ہے‎ 
1 
x^-2cosx 0-20). Т 
1360- Xl 0-1 
1 
X 0 X e 
lim—5— -lim—5 -- (4 


x40 X +1 وج‎ X“ +1 


x0 
-1 
)5( مثال‎ 
ЗМ) es 
x0 X 
الحصل:‎ 
sin(VI+x-vI=x) 0 0000 
lim = ) غير معينة‎ ( 
x0 X 0 
i sin(VI x - J1-x) (V1ex -A1-x) 
٢ X x 
sinVI-x-41-x) . (Vie x-A1-x) 


lim ‘lim 
x0 I+ х) x0 X 
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النهاية الأولى نجد أن بوضع 
и-414-х-41-х‏ 
فان 
lim 4-0‏ 
x0‏ 
ği‏ 0 ج × تؤدي إلى 0 ج u‏ 





.  Sinu 
im -1 
и-0 لا‎ 
والنهاية الثانیةء نضرب في المرافق»‎ 
Т 1+ لد - بر‎ - + Jl+x+ 1 - < 
EN х 41-Х-41-хХ 
li (1-- x)- (1- x) li 27 
— nm * 0 
х-50 Х(Лєх-41-х) 0ج‎ халх х) 


2 2 
= 1; ———— ا‎ 
lim ЇЇ ٦ 
. sinl/1+ عر‎ - 1-7 
im (хүн) 


х-»0 X 


201251 ом 
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تمارين )1-4( 


في التمارین من )1( إلى )38( أوجد النهاية I5]‏ كانت موجودة. 


)1( 


)3( 


)5( 


)7( 


)11( 


)13( 


)15( 


)17( 


(19) 


x? 





lim —5 
x0SIn x 
. sin? ۵ 
lim کی‎ 
۵0 (20) 
Osin Ө 


im — 
0—0 tan 0 





. 3cos-3 
lim 5те 
050 0 

sin ź sin 7t 

im 

150 cost tan 14t 


sin x 
„х 





lim 
x0 


1—2x? -2cos x + cos x? 


lim 2 
x0 x 
С081 


П — - 
1501-— sin£ 


[ - 7 
ШІ لل‎ 
t0 7 
x+ tan х 
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(2) 


(4) 


(6) 


(8) 


(10) 


(12) 


(14) 


(16) 


(18) 


(20) 


Т sin x 
1111 + ل‎ 
دی ہے‎ 


2t + sin 2f 


111۷ —— 
х-э0 X + COS X 

. sin? 4x 
lim 5 —35 
xO0x +x 

. Ди? +3usinu 
lim 7 
u0 u 

» 

. xcosx-x 
lim 
0-0 2x 

sin f 

ПП 7 

15014 cost 


s» 
sin—x 





lim 
х-0 X 


111111 СОЁ? 
t0 














)21( 


)23( 


)25( 


)27( 


)29( 


)31( 


)33( 


)35( 


)37( 


(39) 


0001 





)22( 
ہے‎ cot 7x 
[e 
COS x + — 
(24) ыг oh 
x0 X 
sin(3x - 2) 
(26) im = 
lim 67-4 
3 
2 
8j lim sinl 5) + 6) 
x2 X 27 
. sin(/x-2 -1) 
(30) lim 
x3 (x = 3) 
x? +ѕіп? x 
(32) m ترجہ‎ HS 
х-0 4tan x 
. 2608 + 3-2 
)34( lim 
x0 5x 
. 2sinx 
(36) lim; = 
xoO0l1-cosx 
. Ssecx-]1 
(38) lim سي‎ 
x0 X 
,х<3/2 
72 / 
2-3 
л/2 Эгэл 
. r 
-12х-3 
ШН š | "T 
2-3 


7٨ 


2 





1 - cos(x - 1) 


: 2 2 
111277 7 
70 


. (1 
Hm x 28 
хо X 


. sinx 
lim 
х-лХ-7 





lim 


х-»-1 x? -3х-2 


2 
X 


IM . 
x0 sın X 


sin? X + 8117 


X 


2 


lim 
x0 ЭХ 
. 3x? + 1 - cos 
lim 3 
sin^ x 
с08Х-1 
2x? 


lim x(csc x - 1) 
x0 























эь‏ 2-4 : تفاضل الدوال اطثلثية 

الآن نستطيع إنشاء العادلات الخاصة بتفاضل الدوال الثلثية حیث نحتاج زيادة على 
مبرهنات البند السابق أن نسترجع بعض المعطيات امثلثية الهامة. ومن المتطابقات التي 
استخدمناها في البند السابق مجموعات هما. 














sin x : 
< COt x = tan x = عة الأولى:‎ | 
tan x COS X 
Csc x = — SeC x = 
sin x COS X 
2 2 0 
[ + tan х= ۹607 × , والمجموعة الثانية:‎ 


1+ cot? x = esc? x : 


ونضیف ОУ‏ متطابقات الزاوية امرکبة من مجموع أو فرق بين زاويتين 
عة الثالثة: sin(A + В) = sin Acos В + cos Asin B‏ 
cos(4 + В) = cos Acos B + sin Asin В‏ 


+ 
tan(4 B) ۶+76 
І + tan Atan В 
de نحصل‎ © = В = A وبوضع‎ 
sin 20 = 2sin 0 0 المجموعة الرابعة:‎ 
cos 20 = cos? 0 —sin? 0 
cos20 = 2cos? 0-1 آو‎ 
cos20 <-1- sin? 0 j 


ويمكن كتابة ا متطابقة الأخبرتین في صورتین هامتين 
1 1 ۱ 
sin? 0 = 501—020) . со8-0- 201+ во820)‏ 


وسوف نبرهن الآن في المبرهنة 45У‏ 
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مبرهنة : ( مشتقات الدوال مثلثیة ) 


С (ѕіп х) = соѕх , L (sec x)= sec xtan x, 





X dx 
(osx) = -sinx , 2 (есл) — csc x cot x, 
(tan x)--secx , (cot x)= - esc^x, 

البرهان 

من التعريف 
f'G) Е fx 080 h)- f(x)‏ 
h‏ 0( 
نجد آن 


d. . sin(x«A)-sinx 
— (sin x) = lim 
dx مجم‎ h 

sin x cosh- cos xsinh— sin x 


h—0 h 
. sinx(cosh-1)- cos xsinh 
- lim 
h—0 h 
. . (cosh- 1) sinh 
= lim sin x -—— —— + cos x —— 
h—0 h h 
. . Cosh-1 . Sinh 
= Sin X lim + cosx lim —— 
/| 0ج / 0ج‎ 
= 510 7۰0 + 1 





Са (sin x) = cosx оу 
х 
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وبنفس الطریقة 
d . cos(x- h)- cosx‏ 
(cos x) = lim‏ — 
dx h—0 h‏ 
cosxcosh-sin xsinh- cos x‏ . 
0 = 
А-0 h‏ 


Ёол ) ЕЗ 
= lim cos Х| ———— |- sin x| —— 
/ 0ج‎ h h 


. . cosh-1 . Sinh 
—sinx]im + cos x lim —— 
h—0 h—0 


= cos x(0)— sin x(1) 
ol 


22277 x)= –ѕіп x 
1 


(aa | 


وكذلك 





X dx cos 
1 Cos x(cos x) sin x(sin x) 
cos? x 
Е cos? x + sin? x _ 1 
cos? x cos? x 


= sec2 x 


E (tan x) = —sec^ x 
X 


ولایجاد مشتقة قاطع الزاوية» نکتب أولاً 





Sec X = 
COS X 
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إذن 





dx dx N cosx 
- T و‎ 4 (- sin x) 
COS X 
sin x 
cos? X 


1 sin x 





COS X cos? X 
إذن‎ 


— (sec x)= sec x tan x 








dx 
وبنفس الطريقة‎ 
d а( 1 -1 
— (esc x)- - = COS X 
dx dx\ sinx) sin^x 
_ Í cosx 
sinx sinx 
= —cscx cotx 
وكذلك‎ 
d (sot x) d(cosx| sinx(-sinx)-cosx-cosx 
يفن‎ X سح تحسم‎ 
dx ах \ sin x sin? x 
(sin? x + cos? х| -1 2 
= 79 اد‎ < 080 x 
sin^ x sin^ x 


انتهی البرهان. 


26 














)6( مثال‎ 
Е соѕ ух ау 
l-sinx ` dx 





آوجد 


الحل: 


dx )1 + sin х)? 
_ (1-- sin J- sin x: A – соѕ V x [cos x] 
(1+ sin х)? 
x sin Vx E sin xsin Vx NURSE 
2d x 2d x 
2 


(1+ sin x) 
= (sin x 4 sin xsin Vx + vx cos ух cosx) 
24 x(1 + 0 х)? 


(7) مثال‎ 
1/2 dy 
y = sec x(1 + tan x) 3 أوجد‎ 
Xx 
الحل:‎ 
dy 1 2 ۱ 
—— = sec ہے‎ -secl x +. + tan x ‘sec x tan х 
dx — 
Sec х j 
= —— sec х + 21 + tan х )tan x 
اسرد‎ l ) | 


1 sec x(1 + 2 tan x + 3tan? х| 


241+ tan х 

















مثال (8) 


0204 2 2 ау = 
у = ѕіп(хсоѕх)-+ ѕіпхсоѕхіап х < ۔ کہ‎ 


xX 
الحل:‎ 
o cos(x cos x |x(— sin x)+ cos x] 
x 
)ې‎ sin xcosx + xcosxcos x+ xsin )د‎ sin x))+ sec? (e ) 27 
: = (cos x - xsin x)cos(x cos (+ x[cos? x —sin? x) 
х 
+ sin XCOSX + 2xsec? xx) 


مثال )9( 


л| x+ 7 
y- - إذا كان‎ 
2۱ + 47 


Z T :‏ 
آوجد معادلة المماس عند النقطة )2.2 
الحل: 
يفضل ضرب الطرفين والوسطين لنحصل على 


2 А 7٨ . : 
y + yxsin y = (x+ ysin y) , y+xsiny #0 


أيْ xz0, у+0‏ 
فاضل بالنسبة إلى X‏ 


2 yy' + y'xsin y + ysin y + yxcos y: y' = (Le y'sinx+ ycosx) 
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۱ I m. 
y [2 + xsin y+ reos sins | 
Л ۰ 
= (+ ycosx)— ysin y 


Л . 

y cosx)ysin y‏ +1( و 
y= 7‏ 

2y + xsin پر‎ + XY COS y - 7 sinx 


Е а 


E تا‎ 


22 
Л Л 
۱ EO (0) 
11 2 sss 
(22) 2 ^ )(+ (1*0) 
0 
= — = () 
7٨ 


7 
y = 2 ومعادلته.‎ X 392! امماس يوازي‎ zm 


مثال )10( 


dy 
0-2 dx 


d'y 
dx? 


آوجد 








6-5 
2 
х-0-8ш0 . y=0 ° + 0 
الحل:‎ 
x-1-cos0 ,  < 20-0 
X - 0 , نل‎ < 2 + 0 
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, dy y 2(0-sin0) 
d dx х 1-562 


(271 
MUN 
2 


(1— cos 91 — соѕ0)– (0 — sin 0)sin Ө 





"y = 2 
о) (1— cos ө) 
(v) وك‎ (1— cos өр -sin 0(0 – ѕіп Ө) 
(1— cos ө) 
رک‎ 
X 
uim (1— cos өр -sin 0(0 -sin Ө) 
(1— cos ay 
)1-07 -(1- ] 
n" = 2 
"lel 0-0) 
321 
2 


= 
1 
- 4-7 
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تمارين )3-2( 


اوجد 48:54 الأولى في التمارین من )1( إلى (53): 
f(x)24cosx a‏ 

H(t)- tant о 

С(у)= 5vcscv G 

f(x)» xsinx а 

f(x)» x- х? cosx (5 


у(х)= x? — xsin x (s 


f(x) Ч sin x Ü 








f(x)» x? secx qo 
и(0)-20сог0 0 + ^ аад دم‎ 


R(a)- За? seca = o? tana (12 


f) 5 1-5 4: 








1+ ٥۶٣ 
COS 
R(B)- Аа 
1-6 
1 
(= (15 
sin x tan x 
1 
Ки = ———— (16 


"00 COU 


07 


— 
- 
oo 


g(x) = (x t csc x)cot х 


К(0)-1(8ш0--сов ó) 








tan r 
Ma oe 
[ + 0 
К(0)- 
( ) 1-86с0 T 
csc £ 
u(t =—— (21 
sect 
H(x)= (cot x + csc x (tan x ѕіп x) 2 


(25 


(28 
(29 
(30 
(31 


(32 


(33 


nom 1+secz 


` tanz+sin z 
H(0)= cos? 30 
g(x)- аа) 


у(х)= - = 2x) 
f(x)» tan 2х7 Ф 3) 

f(x)» coss? + cos” (3x) 
g(o)- tan? бо 

Е(х)- csc? 28 


шар 


у(х)= х? соі Зх (34 


f(x)» xose | (35 
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h(0)= tan? Өѕес? 0 (зв 

Н(и)- и? sec? 4и جن‎ 

N(x)= (sin 5х — cos 5х) 

f(x)- cot? (2x1) (зә 

g(x)=sin(2x + 3۳ 
соѕ4х 

1005 ] - sin4x 

f(x)» tan? 3x — sec? 3x) (42 

h(é)= (tan 20 - sec24) (аз 

f(x)» sin Vx + Asin x. (44 

f (x)= tan3/3-8x (s 

r(t) = Jsin2t - 60921 (46 

cot 49 


1(0)- (47 

Pa 
g(x) = Jx? +1 tan М2 +1 (48 
М(х)= ѕесух + 44x-1 (49 
h(x)=4+ csc?3x (so 
f(t)- sin? 2۸۰۸/۵۹2۶ (51 


y(x)= 3x + sin 3x (52 


f(x) —sin? Ax دی‎ 


л- 


38 


л- 


40 


~ 


41 





ہم 





dy 
— من )54( إلى )61( آوجد‎ 
dx 


sin^3y 2x4 y-1 (54 








х= ѕіп(ху) (55 
у= свс(ху) (56 
y? +1= × Sec y (57 
yt — XCOS y (58 
xy = tan y (59 
2 : D: 
x^ + Asin y — y^ =1 (60 


cos4/y —4x - 2у 1 


62( أوجد معادلة اللماس والعمودي للمنحنى 0 < 4 - مل y^ + 4x — x? sin‏ 4 


Р(1,0) عند النقطة‎ 
2x sin I 
أثبت أن == وت‎ у= ×2 811 y إذا كان‎ (63 
]— x“ cos у 
d . 
ey آوجد‎ и= х. у=иѕіпи ذا كان‎ (64 
dx 


f(x)» cos2x + cos x , 0 < x > 27 إذا كان‎ (65 


آوجد النقط التي عندها ا مماس أفقياً. 


4 2 
66( ]13 كان y = tan? 4x‏ آثبت آن ره - و 


67( آوجد معادلة الماس والعمودي طنحنی الدالة ‏ عند Ө)‏ 
f(x)=secx á‏ 


Р(х) = 050۲ + cot (о 


68( أوجد النقط التي یکون عندها مماس gr( f^)‏ أفقياً 
f(x)=cosx+sinx,0<x<2z å‏ 
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f(x)=cosx-—sinx,0<x<2z (O 


7 
f(x)» sex +secx , 0 «x «7 چا‎ 


Го) = 2seex = tan» , 7< x < د(‎ 


f(x)» х+2соѕх c 
f(x)» x *sinx و)‎ 


: 7 
69( آوجد معادلة ا مماس والعمودي على C‏ عند 3 t=‏ 


C: x=2sint, y=3cost,0<t<2m ú 
C:x-cost-2,y-sint- 3,0€ft€2z (o 


C: x2cos?t, y-sin t, 0 > 1 > 27 C 
C: x-t—cost, y-tsint,teR (۵ 
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الباب الخامس 
الحدود القصوی للدوال 
дә‏ 1-5: الحدود القصوی للدوال Extreme of functions‏ 


إذا كان شکل )88( هثل كمية فيزيائية Y‏ مثل درجة الحرارة أو مقاومة كهربية أو ضغط الدم أو 
مقدار مادة كيميائية في محلول أو غيرهم وتغبرها مع الزمن 8.Х‏ الفترة [a,b]‏ 





يتضح من الشكل أن y‏ تنزاید في الفترات | [са, с | 65,63] а, с‏ ومتناقصة خلال 
سم сү,‏ | و [es 6 | бэ»‏ وثابتة في الفترة |св»‏ 
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وهذه التزایدات والتناقصات تحدث في جمیع الدوال. وفیما يلي نعطي تعریفا دقیقاً لعنی التزاید 
والتناقص. 


تعریف: " إذا کان گر دالة معرفة على فترة Хә XI Í‏ عددین في . فان: 
أ- گر تزايدية على I‏ كان f (x5)‏ >( ېند) ار عندما Xq > X)‏ 
ب- f‏ تناقصية علی ‏ إذا كان f)» f(x)‏ عندما Хү > X2‏ 


ds ade ا‎ CIOL ET ае 





وشكل )89( یوضح بیان التعریف السابق. حيث نری Š‏ شکل )1-89( أن الدالة المتزايدة بیانها 
صاعدا كلما زادت 1 . 

39( شکل (89-ب) أن الدالة امتناقصة وبیانها هابطا كلما زادت ×. 

LÍ‏ شکل (89-ج) فالدالة ثابتة وبیانها مستقیم أفقي. 


أ- دالة متزايدة المنحنى صاعد ب- دالة متناقصة المنحنى هابط ج .- دالة ثابتة مسنقیم أفقي 











شكل (89) 
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181 رجعنا لشكل )88( ورکزنا على الفترة | (Сү, C4‏ نجد أن الكمية الفيزيائية Y‏ تبلغ أکبر قيمة 
لها (نهاية عظمی) عند Сз‏ وأصغر قيمة لها (نهاية صغری) عند .Ср‏ كما توجد قيم کبری وقیم 
صغری مختلفة في الفترات الأخرى. وإذا Тууль!‏ الفترة [a,b]‏ بكاملها نجد أن النهاية العظمی 
تحدث عند .С5‏ والنهاية الصغرى عند 4. ولذلك نعرف النهاية العظمى والنهاية الصغرى لدالة 
گر على النحو التالي 


تعريف: إذا كان گر دالة معرفة على مجموعة ك من الأعداد الحقيقية. С‏ عدد في AS‏ 
(c) 4‏ کر تكون نهاية عطمی ل f‏ على S‏ إذا کان( 7< (غ)/ر ах‏ 
ب- (ع)گر تکون نهاية صغرى ل f‏ على کإذا كان f(c)s f(x)‏ لكل x‏ 54 





وشكل (90) يوضح النهاية العظمى والنهاية الصغرى لبعض أشكال منحنيات الدوال. ويلاحظ من 
الشكل أنه في الفترة 49 

0553 لكل منحنى نهاية عظمى أو نهاية صغرى fle)‏ أو كلاهماء .C€ S‏ 

وهذه القيم القصوى (عظمى أو صغرى) قد تحدث عند نقطتي نهاية الفترة أي عند © أو ؤ. إذا 
كان f (c)‏ نهاية عظمى نقول أن گر تأخذ نهاية عظمى عند 6. والنقطة ((6) (с,‏ هي 
آعلی نقطة على النحنی. 

إذا كان f (c)‏ نهاية صغرى نقول أن ر تأخذ نهايتها عظمى عند ©. والنقطة ((©)/ (с,‏ 
هي آوطی نقطة علی ВРС)‏ أا النهایات العظمی والصغری بالقیم القصوی. 
القیمتان العظمی والصغری لدالة ‏ في نطاقها تسمیان القیمتان العظمی والصغری المطلقتان. 
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x=c = (с) skate хэсэж f(e) одеа xelap) fle) заваа 
لا یوجد نهاية عظمى‎ x-bs f(b) ue x-b عند‎ f(b) نهاية عظمى‎ 


a b 
х=а عند‎ f(a) عظمى‎ Se 


نهاية صفری : لایوجد 





شکل )90( القیم القصوی 
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مثال (1): 
اوجد القیمتان العظمی والصغری للدالة گر في الفترتین S =[- 3,2) .S, = (L3)‏ 
عندما f = 0 — x°‏ 


dl‏ صغری: لا يوجد 





(91) Жа 


شكل )91( یوضح بیان الدالة à‏ كل من الفترتین. نجد أن في الفترة )1,3( لا يوجد أي عدد à C‏ 
الفترة )1,3( يكون ffc) оше‏ نهاية عظمی أو صغرى آما d‏ شكل (91-ب) نجد أن 441 
نقطة هي (0,9) ویوجد عدد 0 = © تکون عنده الدالة © =)7(0 هي القيمة العظمی. 
كما يوجد عدد 3- = 6 یکون عنده 0 = (3-) گر هي القيمة الصفری. 

ونستطیع القول أن أي دالة گر ذا كانت مستمرة في الفترة المغلقة [a,b]‏ فإنها 355 قيمة 
صغری ss,‏ عظمی من الل مرة واحدة |а,5| à‏ له f (a) as i‏ (۵)ر жа‏ 


معرفتین فانه حتی ولو م يكن هناك عده С‏ 
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oss (a,b) à‏ عنده ssa fhe)‏ فان f (b). f (a)‏ ستمثلان القيمة العظمی والقيمة 
الصغری. ففي شکل )92( تمثيلا بيانياً للدالة f(x) с‏ ف سرت |4-12)4-12 
x‏ 


(-12| 


1 
ويوضح القيمة العظمی والصغری ق الفترة ]12-[ هماء 70 صغریء 
f(-1)2 2‏ عظمى. 
1 
وق الفترة (1,2 -] القيمة العظمی هي = )1 f  —‏ ولا یوجد صغری. 


2 


1 
ui‏ في ]1,2—( فالقيمة الصغری هي )2 ولا يوجد عظمی. 





شکل )92( 

تعریف: ]15 كان © عدد في نطاق الدالة f‏ 

أ f(c)‏ تكون نهاية عظمى محلية ل ر إذا كان هناك эде‏ © بحيث 
f(x) f(c)‏ لکل x‏ في (a b)‏ آي ف نطاق f‏ 


ب) f (c)‏ تکون نهاية صغری محلبة د f.‏ |ذا کان هناك fc) bus € sas‏ 
لكل (a, b) à x‏ أي في نطاقها. 
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eoa (93) 1534‏ ا اف اا die‏ 6 اى (бү)‏ 7 مه هغه САВ‏ عي 
محلية آخری (св) - f fes) S (e3)‏ والنهاية الصغرى اللطلقة عند J (ca) 4 сд‏ 
رغم وجود النهایات صغری محلية آخری ) f (co‏ (66). 


3 
3 
3 


— 
= ашы 





شكل )93( 


وعندما نقول النهاية العظمی أو النهاية الصغری دون ذکر محلية أو مطلقة |12 نقصد النهاية 
العظمی المطلقة fmax‏ والنهاية الصغری الطلقة fmin‏ . ویلاحظ أن النقط الناظرة للقیم 
القصوی المحلية یکون عندها ما الماس أفقياً أو أن عندها ركن (ناب). أي أن الاحداني X‏ عند 
هذه النقط اما المشتقة تساوي О‏ أو غير موجودة. وهنا نورد مبرهنتین: 
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مبرهنة (1): 


إذا كان للدالة ‏ قيمة قصوی محلية عند Š C‏ فترة مفتوحة فانه Ы‏ 


0-(ع)/ أو (ع) / غير موجودة. 





وينتج مباشرة «ОЇ‏ 
إذا كان f (c)‏ موجودة, 0 (c)‏ فان (ع) f‏ ليست قيمة قصوی. 


مبرهنة (2): 
إذا كانت f‏ دالة مستمرة على فترة مغلقة [a,b]‏ ولها نهاية عظمی 


أو صغرى عند à C‏ الفترة المفتوحة (a, b)‏ فانه: 


F= 0 uj‏ آو f (c)‏ كن موجودة. 


تعریف: يسمى العدد «C.‏ في نطاق 74153 


f (c) 50 0514‏ آو (ع) کر مت 





ولایجاد القیم القصوی لدالة مستمرة ‏ نتبع الخطوات الآتية: 

1- آوجد جمیع القیم الحرجة د (a,b) à f‏ 

(0 duis 6 لكل‎ (еуел 

Jb) fa) олраг 

4- النهایتان العظمی والصغری ل f‏ على [a,b]‏ هما القیمتان الأکبر والأصغر لقیم الدالة 
الحسوبة Š‏ )2( )3( 
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مثال (2): 

اوجد القیمتان العظمی والصغری للدالة گر ء 

f(x) - ر2‎ -54x , -4 > 5 
الحل‎ 

نبد بايجاد القيم الحرجة فنوجد Р(х)‏ 


-6(х-3Хх-3) 
فان القیم الحرجة هي فقط التي تجعل‎ x € R BEES IE 
-(«)'ر. أي د۔ود‎ 0 
کے من نين (4-) اه‎ ава! ما كانت گر على ]45-[ غه آن القیم العظمی‎ 
وهم‎ /)5( SG) SC 3) 
f(-4)-8 
S 
7 )3( -108 
f(5)- -20 
والنهاية‎ X — -3 فنجد آن النهاية العظمی هي 8-(3-)/ر عند القيمة الحرجة‎ 
. 3 عند القيمة الحرجة‎ f(3)- -8 الصغری هي‎ 
.gr( f ) شکل )94( پوضح‎ 
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شكل )94( 


مثال(3): 
2 
إذا کان, 2(3 - f(x) > 3 + 2(x‏ آوجد النهايتين العظمى والصغری على ЗААЛ‏ 
]0,10[ ووضح بیان الدالة. 
الحل 


2 
1 2 
ماأن (x-2) -[e-25|‏ قيمة موجبة معرفة لجميع X © R‏ وقيمتها 0 عند 


|)41:53:(305:2 
а)‏ موجبة أو صفر) +3 = f(x)‏ 
f(x)23 44‏ وما عدا 2 = x‏ فان 3 f(x)»‏ نستنتج أن القيمة الصغرى للدالة f‏ 
Р 4 2 4 2‏ 
Г6)-2с-2ү3---5-ү . хя‏ 
3(x-2)3‏ 
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7 لا هکن تساوي صفر وغير موجودة عند‎ f'(x) 
0,10] الفترة‎ X = 2 إذن القيمة الحرجة الوحيدة هي‎ 


والقیم الحدية, 
2 
(2-)3-2-(0)/ 
4 +3 - 
5 & 
2 
2010-23 +3 -(7)10 
2 
)342(8- 
11- 
дыд.‏ عظمی 911 )10( f‏ ونهاية صغری 3 = )2( fF‏ وبیان 041 موضح 
à‏ شكل )95( 


У 
у=3+2(х-2)22 


3 
3 
1 


| 
l 
| 
| 
| 
| 
| 
411 
l 


о 
м 


0 2468 
النهاية الصغری 
3-)70 





شکل )95( 
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ونلاحظ أن 
lim (х) = —o‏ 
x—2‏ 
lim f'(x)=+%‏ 
x22‏ 
ولا كانت f‏ مستمرة عند 2 x‏ ينتج أن المنحنى له ناب عند )2.3( 


مثال (4): 
اوجد القیم الحرجة 4141 گر ء 


f(x)- )+5(۳ 3/4 


الحل 
о) G5) (=4) 3 + 2( 5x - 4)‏ 
او 67 ens]‏ : 
3 )3-4 
((4-«)6 + 5 جعازة جع _ 
Xx - 4‏ 
ЭТЕ)‏ 
3(x - 4)s‏ 
а‏ 0 ح(ند)'گر عند 5= = می m‏ تد و( کر خر موجودة عد 
.x=4‏ 


19 
۷۳۷۳ی 22 
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مثال (5): 

اوجد الأعداد الحرجة «АЛШ‏ 

f (x)= Asin? x + 34/2 cos? x , 0 > ۲ > m‏ ثم آوجد النهایتین العظمی 
والصغری. 

الحل 


. > | 0,7 | الدالة معرفة لجمیع قیم‎ 
f'(x) =12sin? x cos x + 64/2 cos x(- sin x) 
Р(х) = 6sin xcos x[2sin x— 42) 


كذلك f(x)‏ معرفة لجمیع x € (0, z)‏ بقي بحث متی f (X)‏ تساوي صفر. 
біп хсоѕ x[2 sin x- /2)- 0‏ 


: ! 1 
sinx = 0 أو‎ cosx=(0 ہجوت أو‎ 
: T. m Зл 
ХЭ 0,2 أو‎ x=— أو‎ x=—,— 

2 4 4 

o. £7 37 “Эрт 7 ۱‏ 
۰ بوجد ^ جه وړ وم ور و 

d UH 7۶٦ 


f (x) eas‏ للناظرة هي, 


4415 0:800 ل E‏ 
۰ النهایة العظمی هي 342- f(x)‏ = (0)/. والنهایة الصغری هي 


دل د اځ )1 )2( د د 
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2ج 
42 


2.52 


4 2 
y = Asin? x 31/2 cos? x 





شکل )96( 
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تمارين )1-5( 


من )1( إلى )4( وضح بيان ر وجد القیم القصوی 8 کل فترة 


1300وت کو 


(0,4) -> (0,2) — ]0,5( ب-‎ [2,5] .i 
ا‎ о 
[0.9] د‎ Q2]. | C72) |00 


xeR . f(x)= х3 (3) 
1 
xeR .f(x)ox3 © 
من )5( إلى )10( آوجد القیم القصوی للدالة گر على الفترة اممعطاة‎ 
x e|- 34] . f(x) 2 5- 6x? - 2x (5) 


f(x)23x -10x 47 , -1> 3د‎ (9 
2 


f(x)21-x3 , -1€x&€8 (7) 
x e [0,2] . f(x)= х - 532 + 4 (8) 
x e [0,2] . f(x) = sin? x - cosx (9) 


x e (3,0) . f(x)= Qx-3y x? -9 (10) 


في التمارین من )11( إلى )36( آوجد الأعداد الحرجة للدالة. 


)11( 


)12( 


)13( 
)14( 
)15( 
)16( 
)17( 
)18( 
(19) 
(20) 
(21) 
(22) 
(23) 
(24) 
(25) 


(26) 


(27) 
(28) 


(29) 
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چو دو‎ 
р? 
A 
g(x)» (x-3) 9-х? 
f(x -x^32x-5 


ما 


Т(х)-х 2d مت‎ 
f(x)» x* =32х 
f(t) - 4€ +502 —42t 7 
f(x)2 رد‎ tx? -20x 44 
u(x)= 3x +1 
T(a)= 4a? -3a +2 
2(0)= 2430 + sin 40 
gas بسے‎ 
-sin x 

f(x)= 8cos° x - 3511 2X — 6x 
-(/)و‎ sin 2t + 7 

K(r)= 4sin? r +32 cos? r 
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f(0)- cos? 0 —sinÓ Go 
f(x)» sec? + 1) (31) 
sec x +1 
f)- secx-1 
H(é)= cot ó + cscó 63) 
g(x)- 2x cotx (за 


P(a)-3tana - 40“ (5) 
f(x)» x-tanx 66) 


(32) 


)87( إذا كان || f(x)=‏ آثبت ol‏ هو العدد الحرج الوحيد ون )0( J‏ هي نهاية 
صغرى محلية ل f‏ وأن بيان f‏ ليس له مماس عند )0,0( 


)38( اثبت أن گر لیس لها قيم قصوى محلية وأرسم بیان f‏ . اثبت أن f‏ مستمرة على 
)0,1( ولكن ليس لها نهاية عظمى ولا صغرى على )0,1 
fG)2 x? E‏ ب- 1+ f(x)2 x5‏ 


)39( اوجد الأعداد الحرجة والقیم القصوی للدالة f‏ 
2 


x , 1 

+2(x-1)+1 ,1<x<2‏ رام او 
2 ۶-۱ 

307-2۳ - 4(x -2) DES 

4 , 3> >4 


بند 2-5: مبرهنة القیمة المتوسطة The Mean Value Theorem‏ 
,4231 مبرهنة القيمة المتوسطة للعالم لويس لاجرانج نبداً بمناقشة مبرهنة رول التي تعود للفرنسي 
میخائیل رول Š‏ القرن السابع عشر. 


Rolle's Theorem مبرهنة رول:‎ 


إذا كانت گر مستمرة على bj‏ مغلقة b]‏ ,4| وقابلة )323( على الفترة المفتوحة 
(a,b)‏ وكان agf )= f(b)‏ يوجد على ОВУ‏ عدد واحد (a,b) à C‏ بحيث 





شکل )97( 


البرهان: الدالة ‏ لا چکن الا أن تکون واحدة من ثلاثة آنواع. 
الأول f(x) = fla):‏ لكل (a, b) à x‏ وعندئذ گر مقدار ثابت 
/(х)-0,‏ نكل d.x‏ لكل (a,b) à c‏ 
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à تکون النهاية العظمی ل گر‎ Ма» (0,8) à x а لقيمة‎ f(x)» fla) gun 
5591:4-07 цэх засдаг QUSE ومو خرچ أن‎ (b) (a) | 
(c) 0 نستنتج أن‎ (a,b) موجودة خلال الفترة‎ (x) ولا كان‎ (a, b) المفتوحة‎ 
هذه الحالة القيمة الصغری ل‎ ds (a,b) في‎ X لقيمة معينة‎ f(x) > f (a) الثالث:‎ 
us (a, b) à © ما‎ sss ویجب حدوثها عند‎ f (D) 4 f (a) اصغر من‎ la bla f 
“Г(с)-0 t6 à 

انتهی البرهان. 


نتیجة: 

إذا كان f‏ مستمرة على الفترة ов. f (a) f (b) a.b]‏ گر لها على оде JS‏ حرج 
واحد في الفترة المفتوحة (a, b)‏ 

البرهان: 

إذا کان x f^‏ موجودة عند (a,b) à C‏ فان © هي عدد حرج. كما وأن اذا كان گر 
موجودة في (a, b)‏ فإنء من Фала‏ رولء يوجد оле‏ حرج. (انتهی البرهان) 


مثال (6): 

f(x)» 4х2 — 20x + 30 إذا کان‎ 

gus udi азе 3538: А| Gali die Un лага 7۴9 

0-(ع)/. 

الحل ( شکل 98( 
4-20-30-14-)(7 

f(4)- 4(4)” - 20(4)+30 = 
= 64 - 80+30 - 14 

f()- f(4) 
ها آن  مستمرة وقابلة للتفاضل‎ 
os f (I) = S كثير حدود.()‎ oss 


هي تحقق فروض مېرهنة رول 





)98( شکل‎ 
[L4] على‎ 
f'(x)*8x-20 , f'(x)«0 
20 5 
= х= = 
8 2 
إذن‎ 
0 , 2224-5228 
2 2 2 


Эн 5 .‏ 
ین هو قطع مكافن موضج في شكل tom‏ وحيث أن 0 =| کک فان اماس تا 


: 5 
عند الرآس 38( 


على الرغم من أهمية مبرهنة رول نفسها إلا ШЇ‏ نعتبرها خطوة لاستعمالها في برهان وأعمدة من 
آهم آدوات الحسبان. وهي مبرهنة القيمة التوسطة. 
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) Mean value theorem) مبرهنة القيمة المتوسطة:‎ 


إذا كان f‏ دالة مستمرة على فترة مغلقة [a,b]‏ وقابلة للتفاضل على الفترة املفتوحة 
ав (a, b)‏ يوجد عدد (a,b) à C‏ بحيث 


7-70) 


р-а 


f(b)- f(a)- f'(c) (b-a) 





شکل )99( یصور بیانیاً مبرهنة القيمة المتوسطة حيث ин fe)‏ 00۳ 
-а‏ 
النقطتين (b, f (b)) (a, f (a))‏ والنقطة Г‏ على النحنی هي نقطة ميل المماس عندها 


f (c ))‏ ( يوازي الوتر المذكور. 











البرهان: 
معادلة المستقيم الواصل من P‏ إلى Q‏ هي 
y- f(a)- £0) f...‏ 


ولنفرض (c))‏ گر T (c,‏ نقطة على المنحنى بحيث 
اللماس Ё‏ عندها يوازي L PQ‏ فإذا کان g(x)‏ 
هي المسافة الرأسية من الوتر РО‏ إلى النحنی 
ТА‏ كما هو موضح في شکل 
)100( فان شکل )100( 
السافة g(c)‏ هي قيمة قصوی محلية ل © . 





ла) 00а)‏ وار دواع 


Б-- 


وما أن glx) .g(b)=0 .8(а)-0‏ مستمرة وقابلة للتفاضل, OM‏ هكن استعمال 
مبرهنة رول. پوجد ээс‏ © ف الفترة الفتوحة b)‏ 


,0( بحيث 
g(c)- 0‏ 
ولکن 


Фаро C عدد‎ A79 05] 


انتهی البرهان. 


مثال (7): 
إذا كان x? - 8x‏ 140515 
فاثبت أن f‏ تحقق مبرهنة da AJ‏ اللتوسطة على الفترة ]1,8[ وأوجد ae‏ © 8 (1,8) 
یحقق نتيجة اطبرهنة. 
الحل 
گر دالة تربيعية مستمرة وقابلة للتفاضلء 
7-=)1(£.8)=0(/ 
۰ گر تحقق فروض дала‏ القيمة المتوسطةء نوجد C‏ بحيث 
OU 0-7‏ 
]= = = 
(o) 8-1 8-1‏ 7 


f'(x)=2x-8 => /(с)-2с-8 
إذن‎ 
20-8 =1 
20 - 9 
c = 4.5 
:)8( مثال‎ 


f(x)» 2x? -15x? + ax + oi 
ثابتن‎ D ۷ء‎ ob القيمة المتوسطة على الفترة ]0,3[ علماً‎ Фала تحقق فروض‎ f فاثبت أن‎ 
الحل‎ 
(0,3) الدالة كثير حدود مستمر على ]0,3[ وقابل للتفاضل على‎ 
7(3)=-81+3а+Ь ./(0)-5 
f'(x)2 6x? -30x «a 
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СРЕДА. 
(с) = 6-0 - 


6c -30c+ a =-27 + a 

6c? -30c- 27 =0 

2c? -10 4-920 
10+ 4/100— 72 


4 
_1 428 


4 
SEAT 
E 
S ba 7 5--4/7 
2 


,3> 
2 
مثال (9): 


کد 1 
d 2‏ 
إذا کان f(9-—‏ 


فاثبت أن f‏ تحقق مبرهنة da AJ‏ اللتوسطة على الفترة ]3,5[ وأوجد 6. 
الحل 
الدالة گر مستمرة على ]3,5[ X = 2 s‏ لا تقع في الفترة. وقابلة للتفاضل A‏ 





£ [0.3] 
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تمارين )2-5( 


في التمارين من )1( إلى )4( 3251 443 С‏ في الفترة المعطاة التي تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة 
للدالة / الموضح بيانها. 


]1,10[ سن‎ © ]1,9[ uma w 
(9,7) 


pe 


= N Оо Uc مه به‎ © 


10 89 1234567 دو ےت 





شکل )101( شکل )102( 


[1.7] الفترة‎ (3) 
[1,10] с 


хо 


)4( الفترة ]0 .1 


= N Q حير‎ Uc do Uo 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 


х 
(0,-1) 





شکل )103( شكل )104( 
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في التمارین من )5( إلى (14) آثبت أن گر تحقق فروض مبرهنة رول على | |a. b‏ وأوجد الأعداد 
© في (a,b)‏ بحيث 0--(ع)". 
Ү(х)-4х7-8х2-5.(02| ©‏ 
3х? -1222+5 [04] ©‏ ے-(م)/ر 
x^, [34] ©‏ - 7 +2 - () 
f(x)211-12x-2x? ,[-74] ©‏ 
f (x)= x* «4x? +1 ,]-3,3[ ©‏ 

3 1 
f(x)» 8° - 2+1 i$ (10) 
f(x)5sin2x .|O,z] | a» 

л 7 
f(x)» esex , EE 2) 
f(x)=cos2x+2cosx ,|02z] аз 

7 37 2 2 
lxi (14)‏ دومع + f(x)» x^‏ 
في التمارین من )15( إلى )33( أذكر ما إذا كانت / تحقق فروض مبرهنة القيمة ا متوسطة على 
[a,b]‏ وآوجد جمیع قیم (a,b)‏ € © بحيث 

f(5)- f(a)- f'cXb - a) 
f(x)» 4x- 3x5 +8, 12] | a» 
f(x)» 53 -3x+11 , ]1,3[ | ao 
1 


f(x) -1- 3x3 1 [- 8,-1] (17) 
f(x)2x! -2x2 «x 410 , [11] аә 
f(x)» Зх? + 5x? 15x , || | ao 


f(x) = + N ; [1.4] (20) 


)21( 


)22( 


)23( 


)24( 


)25( 
)26( 


)27( 


)29( 


)30( 


)31( 


)32( 


)33( 


)34( 


f(x)» х +4۰ [- 3,6] e» 





1 
f(x)- mue , [0,2] 


f(x)- 4*Ax-1 .[13] 
f(x)» (x ۳ [-1,6] 
f(x)2 x5 «1. [2,4] 


f(x)=sinx , [0,7/2] 
f(x)= tan x , [0,7/4] 
SX +х+5 ; x«0 


a,b] - [- L1] ۰ f(x) = 
x!'-4x^-x-5 ; x20 


[a.5]- [8] ©. la,b]=[-1,9] å. f(x)» k? - 8x 


إذا كان , ۶ + р q r x € [a,b] f(x)» px" + 4x‏ ثوابت حقیقیق 
۷ ع ۰1 1 < 7 آثبت أن f‏ تحقق فروض مبرهنة القيمة لا تعتمد على 27 ۰0 . 


تحقق بعد إيجاد C‏ أنها فعلاً تقع في الفترة (а,Ь)‏ 


إذا كان گر دالة من الدرجة الثانية معرفة على ]5 |a,‏ اثبت أنه يوجد عدد واحد C‏ في 


a+b 
2 





)0,9( يحقق نتيجة البرهنة هو m‏ 


)35( بتطبیق مبرهنة القيمة المتوسطة x f аш‏ + 1 له > f(x)‏ آثبت أن 


+ «1+7, ”»0 
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بند 3-5: اختبار المشتقة الأولى 
نورد هنا كيفية استخدام f”‏ للتعرف على المواضع التي عندها گر متزايدة وأين تكون 

متناقصة ومن ثم تحديد مواضع القيم القصوى املحلية. 

JS‏ )105( يوضح بیان المعادلة 

das ОЇ مته‎ рә y = f(x) 

ا مماس موجباً في الفترات المفتوحة 

3 (сз, сд) 3 (ci. c2) 

f(x)» 0 š (es. cs) 

عندما تکون گر байра‏ 

وبا مثل یتضح أن Ја‏ مماس 

UU.‏ في الفترات املفتوحة 


| 
| 
| 
| 
l 
| 
| 
| + Ё m + 
C f'(x) إشارة‎ ( 
متزايدة گر‎ f متناقصة‎ f متزايدة‎ f متزايدة گر متناقصة‎ 





شکل ) 105( 
(сд,с5) (с2,сз)‏ 
Я‏ عندما f‏ متناقصة تکون “Г(х)«0‏ 
وهذه النتائج ندمجها Š‏ المبرهنة الآتية. 


مبرهنة : 


إذا كانت f‏ مستمرة على [a,b]‏ وقابلة للتفاضل على (a,b)‏ فان : 


[a,b] متزايدة على‎ f فان‎ x e(a,b) لکل‎ f(x)» 0 ма 
la, b] فان گر متناقصة على‎ xe (а,Ь) لکل‎ f'(x) > 0 إذا‎ © 





[a,b] à عددين‎ ху, x5 (a,b) في‎ f'(x)> 0 овы 0 
فمن مبرهنة القيمة التوسطة‎ X] < Хә بحيث‎ 





Гоо) О) f'(c) (x2 7x1) 
fo)» fa) o. fe)» 0 ود‎ - xi < 0 oss 
(1) البرهان بنفس الطريقة كما في‎ (2 
انتهی الفغان‎ 


بلاحظ أيضاً أن إذا كان 0 f'(x)»‏ 8 الفترة oo, d)‏ -( آو (b, oc)‏ فان f‏ متزايدة 
على | 4 ,6ه -) أو [b,co)‏ على الترتيب. وبالمثل متناقصة ما 0 > f(x)‏ 


مثال (10): 
إذا كان 11 + 18- 32 + f(x)- 4x‏ 
آوجد الفترات التي تكون فيها گر أ) متزايدة ب) متناقصة 
وأرسم امنحنی -У - f(x)‏ 
الحل 
f'(x) 12x? + 6x -18‏ 
أ) تکون گر Bade‏ عندما 
f'(x)» 0‏ 
12x? + 6-18 <0‏ 
2x? + -3»0‏ 
(2x + 3(x-1)» 0‏ 
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(x ян 1) اشارة‎ 


(2x43) اشارة‎ 


ToO t 





FFF] 


эрээн‏ --- گے رہ 


I 
I 
i Ё у اتجاه الدالة‎ 
| 
تزايدية‎ i 33 تزايوية‎ 


мэ А‏ تناقصة 
إذن f‏ موجبة على الفترتين Ї, оо)‏ ۔] s‏ 


7 3 
ينتج مباشرة من (أ) آن ‏ متناقصة في الفترة C34)‏ 


É هابطا خلال الفترة‎ у f(x) أن المنحنى‎ gi 
لرسم اطنحنی»‎ 


0 نوجد у‏ عند اقيم е1 ий‏ = = د 


۶-2-5 .f(1)20 


2 نوجد hä‏ التقاطع مع المحورين ما آمکن 
أولاً : مع X = 0 gay з‏ نجد 11< y‏ 
)0,1( نقطة التقاطع go‏ اللحور y‏ 


ثانياً : مع المحور X‏ نضع 0 = y‏ 
3x? -18 +11‏ + تبر4 - 0 
ما أن 1 = X‏ تحقق هذه العادلة إذن 1- X‏ 
هو احد العوامل وبالقسمة نجد آن 


= (x - 1 (4x? + 7x -11) 
(x -1(x - 1fAx 4-11) 
= (x -1 (4x 411) 


توجد نقطتي تقاطع مع المحور x‏ هما (L0)‏ و --| 


@ © © 
1 


41-106) جمیع النقط على الرسم. شکل‎ gå 


قط اک хааг‏ اور )40:11 
(L0) )-‏ والنقط الحرجة 


(-29:25 (1,0) 

2 

ثم نستعمل معلومات صعود وهبوط ال منحنى 

السابقة لنحصل على النحنی كما موضح في 
JS‏ (106- ب) 





شكل ) 106-) 
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y= 4x 43x! —18x+1 





شكل )106- 2( 


ونلاحظ أن عند النقطة الحرجة A79) (-3a125)‏ عدد حرج 2- وقیمة عظمی محلية 
2 


31.25- 3 / 09 اللنحنی قبلها كان صاعدا ثم تغير بعدها إلى هابطا. 


أي أن عند القيمة العظمی ابلحلية (X) хад‏ كر من موجب إلى سالب قبل وبعد العدد الحرج 
وبا مثل عند العدد الحرج 1 = X‏ توجد نهاية صغری للدالة 1-(0)/. 
وتتغیر f'(x)‏ من سالب إلى موجب قبل وبعد 0 = 26. وهکن صياغة المبرهنة التالية: 
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إذا كان C‏ عدد حرج للدالة f f‏ مستمرة عند C‏ وقابلة للتفاضل على فترة مفتوحة Г‏ 
تحتوي С‏ ما عدا من المکن عند C‏ نفسها فان : 
уа‏ "گر تغیرت من موجب إل سالب عند € ов‏ (ع) گر نهاية عظمی محلية. 


e‏ فسات ان ماس (e) 3(8 C‏ کان dues‏ سای 


end fle) فان‎ 26 Ek XEF عل‎ FSO أو‎ y'(x)> 0 pa 


قيمة قصوی محلية للدالة . 





البرهان 

€ de qoos (a, b) San إذن بوجد فا‎ C ue سالب‎ d] تبرت من موجب‎ PUNI 

f(x)» > > ع‎ Е 
f'(x)«0 >> 

ونستطیع اختیار (a, b)‏ بحیث f‏ مستمرة علی a,b]‏ 

وينتج من المبرهنة السابقة مباشرة أن گر متزايدة على [a.c]‏ ومتناقصة علی |с,‏ 

хэс. f(x)« fle). ۵ > × > 6 أي أن‎ 

. f هي نهاية عظمى محلية للدالة‎ f (c) оу 

بذلك نكون قد Ladi‏ الفقرة )1( وبالمثل يمكن إثبات )42 (3). 

وشكل (107- أءب) يذكرنا بشكل بیان المنحنى بالقرب من النهاية العظمى المحلية حيث تتغير 

xe ore шив delP E) 

والعکس یحدث للنهاية الصغری المحلية كما في شکل )108- ad‏ 
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شكل )108( النهاية الصغری امحلیة. 





شکل )107(: النهاية العظمی المحلية. 
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شكل (109): f (c)‏ ليست قيمة قصوى. 





ولا يوجد قيمة قصوی محلیة. 


وشکل (109- (od‏ یوضح الفقرة الثالثة عندما لا хав‏ إشارة f (C)‏ عند © 


X= 


مثال (11): 
اوجد النهاية العظمی المحلية للدالة ‏ ووضح بیانها 











1 
f(x)» x3(10—x) E 
х? 43 
د ؤو‎ x+] 0 
الحل‎ 
1 2 
ع( - 10 +(1-) ۳3 -(د)'/ر‎ 3 1 
| -3x« (10— x) 
5 3x2 
10-47 
` 32 
; 245- 
f(x)- بن‎ 


إذن يوجد عددين حرجن, Š‏ = ×> 0 = × 

لذلك نبحث إشارة f(x)‏ في الفترات 

(7 99,0). (0,5) . (5,0) 

وها أن f^‏ مستمرة ولیس لها أصفار à‏ أي من الفترات الثلاث» نستطیع تعيين إشارة 'گر . ولیس 
من الضرورة لحساب قيمة f”‏ عند هذه القیم. مجرد معرفة الاشارة. 

(5,00) да! وف‎ x = 3 asb (0,5) الفترة )799,0( نختار 1- = . وف الفترة‎ à 
(395 ونکون جدول‎ X = 6 isb 








الفترة 
مقدار 1 


f (х) مقدار‎ 


f(x) sul 





(5.99) 


6 
f'(6)- 
22 
3x6 "0 > 0 


f‏ متناقصة على 
( ,5] 





گر متزايدة على ]0,5[ 


أي أن الدالة لها نهاية عظمی محلية عند 5. ومقدار النهاية العظمی الحلية هو 


ولیس للدالة قيمة قصوی عند 0 X‏ لأن "گر لا تغبر |شارتها عند 0 





f‏ متزايدة على 
]5,5 -) 


1 
£ )5( - 53 (10—5) - 53/5 


ولرسم بیان الدالة نوقع أولاً النقط المقابلة الأعداد الحرجة )0,0( )5,53/5( ونقط التقاطع مع 
المحور X‏ عند 0 = x 210 x‏ أي )0,0( )10,0( مع ملاحظة أن )0,0( هي نقطة 
تقاطع المنحنى مع محور Y‏ الوحيدة. 


والنحنی له مماس رأسي عند 0 = X‏ لأن 


بينما الدالة مستمرة عند 0 = X‏ 
وشكل (110) يوضح بيان (со‏ 
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lim /(х)- 


x0 























شکل (110): مثال )11( (D‏ 


х? +3 
fo)- 2+1 x: 
| x-1)Qx) - (x° +3)(1 
ra- ex яа, X1) 
2x! *2x- و‎ 
(x 41) 
2x سو‎ teg 
5 (x+])° 
х? +2х-3 
(х+1)? 
_ (x- DG 3) 
(x +1(* 
х= -1 عند‎ f'(x) - مه‎ x 2 3 , =1 عند‎ f'(x)= 0 نجد أن‎ 
× = -3 يوجد ثلاثة أعداد حرجة هي 1 - ×. 1- = پر‎ ۰ 





والآن سنبحث إشارة f'(x)‏ في الفترات 


(-о0,-3) , (1-,ة3-)‎ , )-1,1( , )1,©( 
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الفترة 
X‏ اطختارة 


f'(x) 
f(x) إشارة‎ 


النتيجة 





f‏ متزايدة 
على |І, оо)‏ 





(- LI) 
/'(0)- 
-3 >0 


گر متناقصة 


|» 








f‏ متزايدة على 
0-31 -) 


f ..‏ لها نهاية عظمی محلية عند 3— = X‏ وصغری محلية عند 1 = X‏ ولکن عند العدد 
الحرج 1- = X‏ لا يوجد قيمة قصوی ولکن 


ہو يوجد خط تقاري رأسي عند Хэ-1‏ 


مثال 11 - (ب) 


شكل )111( 
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lim f(x) — , lim f'(x)= مه‎ 


x-] 


x-] 


























وا منحنى لا يقطع محور X‏ لأن f(x)«0‏ ویقطع المحور у‏ عند )0,3( 
.". النهاية العظمى المطلوبة هي 6--)3-(7. 


مثال (12): 


إذا كان (9 f(x)» x21? (2 E‏ 
أولاً : أوجد النهايات القصوى المحلية وارسم المنحنى. 
ثانياً : ثم أوجد النهاية العظمى والنهاية الصغرى للدالة المذكورة على كل من الفترات الآتية : 


7 1 
шээс? Taiao E RE 
مامت‎ qa. [ai 

الحل 

f'(x)- x? (2x) (2 -9) л! 

_ 6 21 7-9) 
= 3x I3 


_ 24×7 -9) 


33 


3 
و : الأعداد الحرجة هي + = , ad‏ نبحث إشارة f(x)‏ في الفترات E)‏ , 


چم( په 















































3 3 3 3 - 
C95) | 629 | (5) | G9) | سه‎ 
-2 -1 1 2 اطختارة‎ × 
7'(—2)= Fen f'0)= ح(2)/‎ ۳ 
14 10 10 14 fx 
35 < "×01 Bs 35° 
5 + - + f(x إشارة‎ 
متزايدة على | متناقصة على‎ f | متزايدة على | متناقصة على‎ f 
C | ARL (1617 
dcs 22-10) 0,— —,00 
2 2 2 2 
TR. PP 3 3 I ۱ E 
шан анал лс 
المحليتان»‎ 
3 -Z Yig = 
وبح - =| رد‎ 
وك‎ 


وعند العدد الحرج 0 = (X‏ الدالة مستمرة و 
lim f'(x)=—‏ , 


x0 


lim f'(x)= +оо 
x0 


.. المنحنى له ناب عند )0,0( وشکل )112( پوضح بیان الدالة 


28 





شكل )113( ( مثال (12): 56 ( 
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HpE آ) في الفترة‎ G6 
2 ۵ في‎ US 


Уаш = f(-1)- -8 

33 1 
سو اړو Joi‏ 
ب) الفترة ]1,4 -| 


fain (5 Jo NI8 وم‎ 
fmax = f (4)- 6 


7 
ج) الفترة | 2—,— — 
E |‏ 


“ий = /)-2(- -4 
7| و13‎ 
Taak ES 4-2 = 5828 
413) مثال‎ 
آوجد النهایات القصوى المحلية وارسم المنحنى‎ 
f(x)» 3x* - Ax? - 24x? + 48x 
الحصل‎ 
f'(x) - 1277 - 12x? — 48x + 48 
= 12x? (x - 1)- 48(x - 1) 
)(1-م)12-‎ -4) 
-12(x - (x - 2 x + 2( 


إذن يوجد ثلاثة آعداد حرجة f'(x) = 0 uus‏ هي 
x= 2‏ 
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نبحث إشارة (x)‏ على الفترات o)‏ ,2( ,)1,2( ,)2,1 -) ,)2-,%-( 


الفترة )2,0( )1,2( )24-( )2-,%-( 
× الختارة 3 
cm‏ 
fe)‏ -(3)/ر و -(7)0 f'-3-‏ 
Si 120 < 0‏ 0 < 48 0 « 240 - 
2 
إشارة f (х)‏ * : $ 1 
النتيجة f‏ متزايدة على | f‏ متناقصة على | گر متزايدة على | f‏ متناقصة على 
(-о0,-2| [- 21] 12] р, о)‏ 














۰ يوجد نهاية عظمی محلية هي 23 <(1) ۶ 

/)-2(--112 .f(2)=16 ۰ ویوجد نهایتان صغریتان محلیتان هما‎ 
d مو‎ i (0,0 ) aaa eoe (D ما‎ d a ورسم‎ 
:7(-2)«0 لن‎ ) 3 2( зал à gb عندها‎ X аз نقطة أخرى‎ 


.7(-3)»0 


شکل (114): مثال )13( 


























تمارين )3-5( 


في التمارين من )1( إلى )24( آوجد القیم القصوی الحلية للدالة ‏ وفترات تزاید وتناقص الدالة 
ثم خطط بیان النحنی у= Р(х)‏ 
4 
)1( 
j (2)‏ 4 
Bo co‏ 
—x^—40x-«8 (3)‏ 


١ ا‎ 
ېم ېو‎ + 
> 
(95) 
| 
бы 
л 


f(x) 

f(x) 

f(x) 

f(x)= ر2‎ +x2—20x+1 م‎ 
f(x)- 8х2 -7x-1 (5) 
f(x)219-8x-11x? ө 
f (x)= 6x? -9x 5 (7) 
f(x)-5-7x- 4X? (8) 
f(x)» ; вх) (9) 
f(x)» хэ (8-3) (10) 
f(x)» x(x- 5)? (11) 
(x)= x х? - 4 2) 
f(x)» 10x? (x - ۶ )13( 
f(x)2 8- Ax? - 2x41 (14) 
f(x)» x^ 4 441 (15) 
f(x)o xV x? -9 (16) 
f(x)» x? (x - 6f +4 a7 
f(x) x que (18) 
f(x)» Vx? 9x (19) 
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f(x) = (x — 2 (x + П) (20) 
f(x) = x 44 (21) 
f(x)» x^ (x- 5) )22( 
f()- گلا‎ a» 
x 
52 
f(x)- 1. (24) 


في التمارين من (25) إلى )34( أوجد القیم القصوی املحلية لدالة ‏ على الفترة المعطاة والفترات 
الجزئية التي فيها گر متزايدة أو متناقصة مع توضيح بیان المنحنى بالرسم. 


f(x)» cos +ع‎ sin x , [0,27] (25) 
f(x)» 2cosx + sin2x , [0,27] (26) 
Р(х) = cos x ^sinx , [0,27 | (27) 
f(x)» 2соѕх  cos2x , [0,27] (28) 
f(x)= و‎ sin x ,(0,27| (29) 
f(x)=se Е J ۳ 3 )30( 
f(x)=x+2cosx ,|0,2z] (31) 
f(x)» cot? x + 2cotx IDE (32) 
f(x) - 2tan x- tan? x IE (33) 
f(x)» tan x - 2secx IE (34) 
4'4 


في التمارين من )35( JI‏ )39( ارسم بیان الدالة f‏ التي تحقق الشروط امعطاة لك. 
f(355 вә‏ .5)20(/ .غږ معرفة f'3)«0. f'(5)‏ 


x«3 os m f'(x)»0‏ لو x»5‏ ولکن f'(x)«0‏ عندما 
3«x«5‏ 


f (0). f(-2)- 70)= 4. f(0)-3 Ge)‏ غير معرفة. 


-2 >> 0 سا 2 < ۲ أو‎ f'(x)»0. f'(-2)» f'(2)-0 
.0 > > 2 أو‎ > -2 uss f'(x)«0. 


f(x)» 0 ۰۵ = 0,+1,+2,+3 uus f'(a) 2 0. /(а)-а (ә‏ لجميع 
:22 

.)5(--4 . /)-5(-4 .£)0(=0 өв) 
/ 3-0-760 
0 > || > 5 لما‎ f'(x)«0.|x > 5u /(х)»0 


2/4 


پند 4-5: اختبار 48:11 الثانية (والتقعر) 

درسنا في بند 4-3 كيفية استعمال إشارة "گر معرفة فترات تزاید أو تناقص گر . 

أما في هذا البند فسوف نستخدم إشارة f^^‏ لهذا الغرض ونورد تعریف التقعر وفترات تقعر المنحنى 
لأعلى أو لأمفل ونقطة حرجة جديدة تسمی نقطة الانقلاب. 


AJI) یف:‎ 


EJ 


إذا كانت گر قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة Í‏ . 


فان بیان گر يكون : 
أ- مقعر لأعلى على 1 إذا ګر байда‏ على 1 . 
ب- مقعر لأأسفل على 1 اذا f‏ متناقصة على 1. 





ففي شكل )115( منحنى مقعر لأعلى ومیل ا مماسء كر ‹ يتزايد من قيمة إلى صفر عند АЦЫЛ‏ 
us el‏ هی ان ОО на аЬ аа:‏ 

وف شکل )116( منحنی مقعر لأسفل ونری ميل ا مماس, "۰ یتناقص من قيمة موجبة إلى صفر 
عند النهاية الصغری إلى قيمة سالبة. أيْ أن معدل تغير f”‏ بالنسبة إلى X‏ یکون سالباً » أيْ 


f'(x)«0 





شكل )115( شكل )116( 
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اختبار التقعر 
إذا كانت f”‏ قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة 1 . 
فان بیان گر يكون : 


лж f'"(x)» 0 أ- مقعر لأعلى على 1 عندما‎ 
ДЛО (5) Über Tus du مو‎ 





آما النقطة التي يتغير عندها بیان من مقعر لأعلى إلى مقعر لأسفل أو العکس فتسمی نقطة 
انقلاب Point of In flection"‏ " 
ویبنی على ذلك التعریف الدقیق الآتي . 
تعریف : ( نقطة الانقلاب) 
تسمی النقطة (c))‏ گر Le,‏ على gr f‏ » نقطة انقلاب 
إذا تحقق الشرطان الآتيان . 


ب- يوجد فترة مفتوحة (a,b)‏ تحتوی Фаро C‏ 


يكون المنحنى مقعر لأعلى على Ја (a, c)‏ 
على (c, b)‏ أو العكس . 





إذا كانت ”گر بالاضافة إلى استمرارية گر ء مستمرة هي الأخرى عند ©. فان 0 f'(c)-‏ عند 
نقطة الانقلاب ولكن يجب أن يبقى بالذهن أنه من الممکن أن (C) os‏ گر غير موجودة عند 
نقطة انقلاب. ولذلك فلإيجاد نقطة الانقلاب. نبدأ بإيجاد أصفار ”گر وكذلك الأعداد التي عندها ”گر 
غير موجودة. ثم نختبر جميع هذه الأعداد لتعيين ما إذا كانت هي نقط انقلاب أم لا. 
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اختبار المشتقة الثانية 
إذا کانت ‏ قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة تحتوی «С‏ 
وكان f'(e)=0‏ فان : 
d‏ إذا كان» 0 > (3)”/ر f(e) ов‏ نهاية عظمى محلية . 


. نهاية صغرى محلية‎ ffc) فان‎ f(x)» 0 إذاكان,‎ o 
إذا کان. 0 =( )"گر يفشل اختبار المشتقة الثانية‎ (= 
ویجب العودة لاختبار المشتقة الأولى.‎ 





الېرهان : 

d‏ فإذا كان 0 = (c)‏ یکون ميل اماس عند (с, /(с))‏ أفقیاًء فإذا كان بالاضافة لذلك 
f (c) — 0‏ فان المنحنى یکون مقعر لأسفل ولذلك یکون هناك فترة مفتوحة (a,b)‏ 
موی C‏ بحیث ай,‏ اس اکله ag‏ للماسات وینتج آن f fc)‏ هي نهاية حظمی 
محلية. وشکل )117( پوضح ذلك. 
با مثل يمكن إثبات (ب) و (ج) وشکل )118( یوضح الحالة (ب). 


f(c)‏ نهاية عظمی محلية f(c)‏ نهاية صغری محلية 





شكل )117( شكل )118( 
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)14( مثال‎ 
. آوجد القیم القصوی ا محلیة للدالة  ووضح بیانها بالرسم‎ 
[0,27] على الفترة‎ f(x) 25 x —sin? х) 1 
الحل‎ 
(х) = 2(cos x - 2sin x - cos x)= 2cos x(1—2sin x) 
f(x)» 2(- sin x(1—2sin x)+ 2cos x(- 2 cos x) 
= 2|- sin x + 2sin? x -2cos? x 
۰ f(x) 9 0 عندما‎ x هي قیم‎ f  ةجرحلا ادو‎ 
2cosx(-2sin x)= 0 


cosx-0 , sinx- 


2 n الأعداد الحرحة‎ 2 
А А 4» ہے الاعداد‎ 
O 


وقيم f" (x)‏ عند هذه النقط هي 


Зл Дл | _ (57) _ 01:22:12: 
رر‎ er. ren 


ومن اختبار 48:21 الثانية نجد أن لدینا 
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Ч 


بتوقیع هذه النقط الحرجة وبعض hä‏ اختيارية بینها نحصل على المنحنى شکل (119) . 


y= 2(sin x —sin? х)» Ї 


7/6 ۱2ء‎ 5л/67 





شکل )119( : مثال )14( 


مثال (15) 
إذا كانت ر + 23 - () 7 


أ- أوجد النهايات العظمی والصغرى وفترات التقعر الختلفة . 
ب- آوجد نقط الانقلاب . 


ج- ارسم بيان الدالة ‏ . 
الحل 
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эх 3 UN 3‏ از 


52 
x?‏ و 
مر Лам‏ هناك عددان حرجان 





ء غير موجودة = 7۳00 


إذن : عند حك c lc‏ درو 


1 
1 3 1 ,(18- 
=| —— سس ج کے 2l:‏ بح 
ےڈ کن 
عند 0 X=‏ یفشل Хам‏ ا مشتقة الثانية ء سنطبق اختبار الشتقة الأولى. باختيار 


1 
أن‎ aes (0, оо) في الفترة‎ 41-14) saig x= 


موجبة (1) ۴ , موجبة = 4(" 
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53 عند 0 = × لا یوجد قیم قصوی وإنما f'(0) = oo‏ 


ولبحث التقعر ندرس f" (x) &u‏ في الفترات 3(0,с0)‏ | 


فنجد باختبار قیم اختيارية ل X‏ في الفترات الثلاثة 


مثل 1[- = × ؤ لاپ وید 1 
= ۸ تي 2 , > لجل 


۱ 1 
والمنحنى مقعر لأعلى في x)‏ -[ 
x 1/2 .‏ في )0,1( نجد أن 
аа.‏ 1/2(2)” 
والمنحنى مقعر 4.9 à‏ )0,1( 
وللمنحنی نقط انقلاب عند 


f'(x) ER 0‏ 
1 
8 0= 1- 3× 
05 
.. یوجد نقط انقلاب (1,3) بتقعر ال منحنى بعدها لأعلى. 
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ا منحنى مقعر لأعلى على )1,0( u‏ )0,0( المنحنى مقعر لأسفل على 
)0,1( ميل utl‏ 00 عند X=]‏ 





شکل )120( : مثال )15( 
مثال (16) 
كرر مثال )15( f(x) - 5x28 1x7? аш‏ 

الحل 
: 5 10 
(x)2—x 3 + 23‏ 

vx 2+5‏ كار 
(24x)‏ 5 


E 3 دل‎ 
_10 -4/3 x гээ 
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من (5) f‏ نجد آن اعدا الحرجة سی 2-.0 
عند 2— = CE S‏ وی ره E‏ _ (" 
f'(-2)2 avc. f'( 2) = 7-7 Ес‏ 


2 
یوجد نهاية عظمی محلية هي 4.8 = f(-2)23x2?‏ 
عند 0- X‏ )0( "گر غير موجودة » يفشل اختبار المشتقة الثانية . نلجأ لاختبار )28221 الأول 
حیث نبحث XX 20 хөн аз f(x) sap‏ 


ې --- )5=( / 


р 
5(3 

(1 mb =5 => 

سب -21-5 )2 -( )۷ 
03 پوجد نهاية صغری محلية عند 0 = X‏ هي 
f(0)-0‏ 


ومیل الماس عند 0 = X‏ , نجد 
سالب lim f(x)9‏ 
x0‏ 
موجب 2( lim‏ 
х-э0‏ 
أيْ أن ا منحنی له ناب عند 0 = X‏ لان 7(0)=0 موجودة ولتعیین التقص نلاحظ أن پوجد 
عند 0 f"(x)-‏ نقطة انقلاب. أيْ عند у=6.х=1‏ 
وف الفترة ( 00,0 —( . سالب <(1-)"گر үлэ,‏ مقعر لأمفل 


1 
> في الفترة )0,1( ال 3 E r|-‏ 


دق )1,00( Oca‏ اللنحنی لاعن 
وبیان الدالة گر موضح في شكل )121( 
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شکل )121( : مثال 16 
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تمارين )4-5( 


في التمارین من )1( إلى (33) آوجد القیم القصوی المحلية باستخدام اختبار المشتقة الثانية ]15 كان 
ممکنا . عين فترات التقعر لأعلى والتقعر لأسفل وآوجد АВ‏ الانقلاب . ارسم بیان الدالة . 


f(x) 2 x? «10x? + 25x 41 0) 
f(x)» 2x6 - 6x* (2) 
Р(х) = x^ -1 6) 
f(x)= Xe | (4) 
f(x)» 8x e ز‎ (5) 
f(x)» 3x* - 4x? +2 (6) 
f(x)» 15x? - 25x? (7) 
f(x) - 2- x?? (8) 
f(x)» х* -4x +8 (9) 
f(x)» x х (10) 
f(x)» x? (3x 10) (11) 
f(x)» x? (1— x) 2) 
ds x^ (3x = 5)? (13) 
f(x) = x3/3x+2 (14) 
f(x)» 82/5 +574 (15) 
f(x)» 6-/х x? (16) 
f(x)» x° 16-x? (17) 
11555: 9-x? (18) 
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في التمارین )19( حتی )24( الدوال معرفة على الفترة | 0,27[ . 


f(x)» cos x + sin x (19) 

Р(х) = cosx - sinx (20) 
f(x)=— ;ü- 2sin x) (21) 
f(x)» cos x(1-- sin x) (22) 
f(x)» 2x + 4cos2x (23) 
Р(х) = 2cos x 57 (24) 
f(x)» 2tan x+ tan? x (25) 
f(x)» sec x - tanx (26) 
f (x)= ese 24-32 (27) 
f(x)» cot? x 4 2cot x ; z 52 (28) 


f(x)=2tan x- tan? x K: 


л л 
x)-tanx-2secx ; ——,— | (30) 
f(x) | : 4 





2x? - 3x" 
f(x)- Ох). 8 у (31) 
2 
(= 62) 


x-1 
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1 
)33( منحنی المعادلة COS X‏ یہ Улс‏ موضحة في شكل )122( 


. آوجد القیم القصوی المحلية‎ — 27 < x < 7 الفترة‎ à 


У ie e. 





شكل )122( تمرين )33( شكل )123( : تمرين )34( 


)34( منحنی Ус E - 810 X Ау‏ موضح 8 JS;‏ (123). في الفترة 

]27,27 -| آوجد. باستعمال اختبار المشتقة الثانیة, القیم القصوی املحلية . 
)35( عين نقط الانقلاب 014 گر ومن ثم فترات التقعر لأعلى ولأسفل 

1(х)-(х-1у49-х2 E 

f(x)» 10x? ب- "رو‎ 

f(x)s 55 x e 9х =‏ 
)36( أوجد القیم القصوی ونقط الانقلاب. 

f(x) = sin(x? –7х+ з) 9 [0,6] 
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بند 5-5 رسم ا منحنيات 

إن تخطیط بیان دالة . أي منحنی المعادلة Y = f(x)‏ يوضح خواص هذه الدالة التي 
قد تکون غير واضحة bugg‏ بطريقة سهلة نری بها سلوك الدالة LASS‏ مثل التقعر والقیم القصوی 
АД‏ ومناطق تزايد أو تناقص الدالة. وقد شرحنا ээ) Š‏ السابقة آفکار عديدة مختلفة لتخطیط 
بيان دالة. : 
وسوف نلخص هنا هذه الأفكار ونعرف نقط إضافية آخری. 
فنبلور ذلك في مجموعة من الإرشادات نتبعها عن تخطيط منحنى. 


у= f(x) مثل‎ 


f 
. أو آسفله‎ X عين مناطق وجود النحنی آعلی محور‎ -2 
f(x) > 0 التي تكون‎ x وقيم‎ f(x)» 0 التي تکون‎ x أيْ قيم‎ 
. آوجد وصنف عدم الاستمرارية إن وجد‎ -3 
آوجد تقاطع المنحنى مع الحورین.‎ -4 
E ESO a TEN 
(0) эмэн )0, f(0)) هي‎ y قط التقاطع مع محور‎ 
وإذا كانت فردية کان بيان‎ y إذا كانت گر دالة زوجية تكون الدالة متماثلة حول املحور‎ -5 
) ۷ = —X j y = X الدالة متماثل بالنسبة لنقطة الأصل (بالنسبة للمستقيم‎ 
التي عندها‎ X أوجد الأعداد الحرجة والقيم الحرجة امحلية. وذلك بإيجاد قيم‎ -6 


f (x) 0‏ أو (Xx)‏ كر غير موجودة ثم استخدام اختبار المشتقة الأولى لتصنيف القيم 
القصوى. 
عين ما إذا كان هناك أركان أو ناب للمنحنى. 
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. آوجد نقط الانقلاب ومناطق تقعر المنحنى لأعلى ولأسفل‎ -7 
واستعمال اختبار 48:41 الثاية كلما آمکن. فیکون اللنحنی مقعر‎ f (X) эвэр وذلك‎ 
f(x) > 0 عندما‎ Juss f(x)» 0 لأعلى عندما‎ 
هي‎ (с, f (c)) فان‎ 6 эж шид تغبر‎ f(x) ic um مستمرة‎ f. cat WJ 
аара 
lim (۲ si lim f(x)= L sew - 
X— —00 X— ОО 


فان y = L‏ هو خط تقاربي أفقي 


lim f(x) si lim f(x) به‎ 
xa PN 


هي 0 أو 00 - فان X = d‏ هو خط تقاري رأسي . 





من أبسط الدوال هي كثيرات الحدود. فیبدو بیانها مستمر وأملس دائماً وله کثبر من النقط العلیا 
والنقط السفلی. وکل عدد حرج يعين قيمة قصوی محلية أو نقطة انقلاب وعدد طيات المنحنى عادة 
هی )1— (n‏ 0613 كثير الحدود من الدرجة 71. فمثلا 
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عدد ا مناطق القعرة لأعلى + عدد ا مناطق المقعرة l= Ја.‏ - 71 
зэс‏ النقاط الحرجة = 2 -- n‏ 

ولكن قد تنطبق بعض النقاط الحرجة على بعضها فيكون 

عدد المناطق < 1- n‏ 

n — 2 < النقاط الحرجة‎ зас 





g(x) 


والدالة الكسرية Jio‏ | — 28 گر كثيري حدود یکون لكل صفر من أصفار 


эв А(х) مساوية لدرجة‎ gx) حط تقاري رأسي. وإذا كانت درجة‎ X = © р(х) 
هو خط تقاربي أفقي.‎ y = L eu. lim /(х)-1 


X—»00 
(17) مثال‎ 
42 
J =— > ناقش وخطط بیان گر‎ 
4—x 
الحل‎ 
او مش(‎ 
- 2,0,2 الأعداد الحرجة‎ D = نوجد‎ 58 
"0 ЕИ 
Ce) | )-20( (0,2) (2,0) الفترة‎ 
2 + + - f إشارة‎ 

















شکل )124( 
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Dr = R- 2,2} 4 Dy 2(-o,2)0(-22)0 (2,0)‏ 
وآماکن وجود المنحنى هي الظللة في شكل )124( 
ویوجد خطان تقاربیان ,0.4 2- = X = 2 .X‏ هلان بخطان رآسیان متقاطعان كما 
بالشکل (124). 
lim /(x)- -1‏ 


X—»00 
هو خط تقاربي أفقي‎  <-1 أيْ‎ 


. الدالة مستمرة‎ X = +2 ماعدا عند‎ (3 
0520 | 0.09 ах араг a 


0 , x > 0 عند‎ y التقاطع مع الحور‎ hä 
. المنحنى يقطع ا محورين عند )0,0( فقط‎ 


X =‏ 
)0( / 
f(—x)= f(x) 6‏ گر دال زوجية بيانها متماثل حول اللحور . 


(4 x^ |рх)- x^ (- 2x) 
(4 = x° 


2% 4-2 + x? 


۱ 


8x 


i-e) 


70)= 


— 
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نختبر فترات تزاید وتناقص الدالة Š‏ الفترات الموضحة 
зэм‏ | )26( | )02( | )20-( | (شبه) 
l 1 + TA‏ 
النتيجة f‏ متزايدة متزايدة متناقصة متناقصة 














تتغير إشارة f'(x)‏ عند 0 x=‏ من () إلى 9( 
f (0) әу‏ نهاية صغرى محلية. 


"(= (a - 2 [ 8-8x2- (4-32 - 2x) 


i-e) I 


رم رې 
(a-x2J‏ 


MUR 
(a-x2J 


البسط موجب Ulo‏ وتحدد إشارة f”‏ من |8-32 
C22) (2.55)‏ | (2-,م-) 


الفترة 
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ولا پوجد نقط انقلاب عند 2- أو 2 لأن f‏ غير مستمرة عندها وحبث أن 


+ (0)”/ , فهذايؤكد أن 0 = x‏ هي نقطة نهاية صغرى معلية . 


f (0) > 0‏ . وبيان المنحنى يصبح كما في شكل )125( 





شكل (125): مثال (17) 


مثال (18): ناقش وخطط بیان f‏ 


ےمم 
x? -5x46‏ 
الحل 
a‏ النطاق: Dy .. (x-2Yx-3)-2,uu‏ هو جمیع الأعداد الحقيقية ماعدا 
х=3.х= 2‏ 


a 2‏ مي dy (2,3) Ба Cy SEs E ass‏ 
الفترة оо)‏ ,8( لا (2,ه-). 
إذن f(x)‏ موجبة على )700,2( سالبة على )2,3( وموجبة على )3,00( 


3 گر لها عدم استمرارية لا نهائية عند 2 3 ومستمرة ما عدا ذلك. 
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4( وط قاط سو 20 (د) ري 20 2 
ын‏ التقاطع مع محور y‏ عند 0 = y = f (0) 0 x‏ المنحنى يقطع ا محورين 
عند )0,0( فقط. 

5( گر ليست زوجية ولا فردية ولذلك غير متماثلة حول Y‏ ولا حول نقطة الأصل. 

_ ته‎ -sxeelx- 2x2 Qx- 5) 


4 e) (2 -5 + 6f : 
_ مھ‎ - 107+ 12 - 2x? +50) 
(2 -5 + 6f 
цэ 2555812) 
e) (2 -5 + 6f 


12 
حرجة‎ bas xoc m 0 على‎ Jans f(x) 0 вә 


Wana f Gu f agua gu u 
في الفترات ا مختلفة نحصل على مناطق تزاید وتناقص الدالة كما‎ X باختیار قيمة مناسبة ل‎ 


У! بالجدول‎ 

الفترة )3,0( 3 Ë‏ 2 2 )0,2( )9,0 -( 
إشارة Ë f‏ 2 + + 
ea 2 ۱‏ په متزايدة متناقصة 

















ومن اختبار المشتقة الأول گر لها نهاية صغری محلية. 0 = (0) گر ونهاية 


سی سید - | ]۶ 
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7( يمكنك إثبات «oi‏ 
-18x? +36)‏ تركا4 
-5х+6)‏ 2[ 
ولحل العادلة 0 = f'(x)‏ يلزمنا حل معادلة الدرجة الثالثة 
5x^ -18 +36 =0‏ 
وهذا آمر صعب Š‏ المرحلة الحالية إلا ШІ‏ نعلم أن لهذه المعادلة حل حقيقي عند 2.35 & X‏ 
أي يوجد نقطة انقلاب عند )2.35,750.4( وكذلك عند 2.5 & x&—1.2 x‏ 


/"(- 


AAY لإيجاد الخطوط التقاربية‎ (8 
I 2x 
lim k VT T. =? 
xt x“ - 5X + 6 
y = 2 إذن يوجد خط تقاربي أفقي‎ 


أما الخطوط التقاربية الرأسية فهي 


XSI NS 
يقطع خط التقارب الأفقي. 2 = › عندماء‎ f من الجدير باملاحظة ( شكل 126( أن بيان‎ 
/(x(=2 
2x? 
و صا لن‎ 
XxX —5x+6 


x? —-x?-5x46 


X = 


نے 
واه ی رن 


آي آن نقطة التقاطع 2 
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(18) Js :(126) JS. 


الخطوط التقارپية المائلة 

1 كان D(x) N(x) f(x)» N(x)/ D(x)‏ کثبرا حدود Фаро‏ درجة 
NI)‏ اك هن d deus Dx) asus‏ خرف Y dts‏ كوف له pega BE‏ 
ع + ×70 = » أي أن المسافة الرأسية بين بيان گر وهذا الستقیم يقترب من 0 كلما اقتربت X‏ 
من 00 . ولیرهان هذه القاعدة نستعمل القسمة М(х) ау‏ تقسیم ааш D(x)‏ 
عن f(x)‏ على الشكل. 
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حیث (х)‏ ذو درجة آقل من Р(х)‏ لدرجة أن 0 - )70 dim‏ 

x— D(x 
lim 209 -0 
X— -—00 D(x) 


وبالتالی تقترب f(x)‏ من € + y = mx‏ كلما اقتربت X‏ من 00 أو ون —. 





مثال )19(: 
اوجد الخطوط التقاربية لبیان f‏ 


jc 


x2 +1 





الحل 
درجة البسط أعلى من درجة ا مقام, لا يوجد خطوط تقاربية 4,231 امقام موجب دانماً ولا ينعدم, 


لا پوجد خطوط تقاربية )4.21 وباجراء القسمة نجد 





3 = 

= un 37 
x“ +1 

3+۱ 

x2 +1 
f(x)» 3 - و‎ 
x^] 

ولکن 
2220 





x—> +0 x? +1 


.. يوجد خط تقاربي مائل هو ×3 = y‏ 
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مثال (20): 


ناقش وارسم بیان f‏ 














f) 
x? + 6-7 
الحل‎ 
X) = 
د‎ m om. 
حيث يوجد عدم استمرارية لا نهائية. وبحث‎ х--67.Х-1 مستمرة ما عدا عند‎ 413) 
إشارة الدالة نجد أن‎ 
(9-7) | (C70) (0.1) (Loc) الفترة‎ 
-8 -1 B 2 للاغتبار‎ X نختار‎ 
* * f(x) pul 
موجبة سالبة موجبة سالبة‎ f النتيجة أن‎ 
pill درجة البسط > درجة‎ ОУ لا يوجد خطوط تقاربية أفقية‎ 
х--7.Х-1 یوجد خطان تقاربيان رأسيان عند‎ 
2 وما‎ 
- 6% +7х 
رد رار‎ 20 
x^ + 6-7 
. -6 47x 
lim — — —— = 


إذن یوجد خط تقاربي «Ма‏ 
y-2x-6‏ 
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x2» x? + 66-7 




















نستطيع الآن إثبات أن 

xd? +12х-21)‏ ہر 
بل( 

Р + 6 -7[ 
x? -12x- 2120 
| -12 + 4/144 +4 

2 
--6+ 7 
«1.6, —13.6 


لذلك نبحث إشارة ' ر لتحدید القیم القصوی. ويكفي لذلك 


الفترة X‏ - المختارة إشارة f'‏ النتيجة أن گر 
(13.6-,مه-) 20- * متزايدة 
)7-,13.6-( 8- ° متناقصة 
suis : -1 )-7,0(‏ 
š 0.5 (0,1)‏ متناقصة 
(1.6,ا) 1.5 ° اف 
(-ه,1.6) 10 1 کا 











بحث su]‏ القدار 21— x^ 412x‏ لأن باقي العوامل موجبة. 
نجد آن, توجد نهاية عظمی محلية عند 13.6- = x‏ هي 27.3- ته )713.6( » توجد نهاية 
صغری محلية عند 1.6= x‏ هي 0.8 « )01.6( /. 
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(127) بيان الدالة کما موق شکل‎ с-д سبق‎ ba 


-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 2 





شکل )127(: مثال )20( 


ويمكننا إضافة ملا «удае‏ 
X = 0 (1‏ ليست قيمة قصوى هي نقطة انقلاب ميل اللماس عندها .0 
2( منحنى يقطع خطه التقاربي 6 — y = X‏ عندما 


3 

X 
تسب‎ =(x-6 
x? + 6-7 ) 
x =(x-—6)x2+6x-7) 
= x? —43x + 42 
i455 977 

43 


أي عند النقطة )0.977,—5.023( 
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مثال (21): 
ناقش وارسم ( )8۳ . 
f(x)= 4x? 3"‏ 
ثم ارسم du‏ الدالتين 8 Й.‏ حيث 
h(x)- 44х7-3х25 . g(x)- 4 2 38)‏ 
الحل 
f аыл‏ مستمرة على R‏ حیث f(x)» x'(4-3x)d‏ 
گر موجبة علی الفترة ت0 وسالبة على الفترتین ]£[ : oo,0)‏ -) وبيان الدالة یقطع 


الحور X‏ عند x=‏ . 5-0 والمحور y‏ عند 0 = x‏ أي پر بالنقطتين (0,0). 


۳ 


f'(x)212x? -12x 
f'(x) 2 24x -36x? 
х=1.х=0 عند‎ f'(x)-0 
f')=-12. f"(0)=0 < 
ثهاية عظنی محلیة‎ bts (11) аа, 


آما عند 0 = × فان 4 - )سر 2-3(" 


أي / لا تتغير إشارتها وهي ليست نقطة حرجة واا هي نقطة إنقلاب ميل المماس عندها 0. 
ولا يوجد أي خطوط تقاربية. الرسم في شكل )1-128( 


302 





(21) مثال‎ :)128( US 


الدالة g(x)- 4 -3x“|‏ هي نفسها f(x)‏ علی الفترة التي فیا f‏ موجبة 4 
على g = || = f o D‏ ولکن على الفترتین اس [0,مہ۔) فان f‏ 


سالبة =| 7 — g‏ فیکون بیان 8 هو انعکاس مان گر بالنسبة ЫЎ 36 уул‏ هو 
واضح في شكل (128-ب). 


h(x)= N4x? - 34 аш‏ هي في الواقع h(x)= J f(x)‏ ونطاق Alx)‏ هو قيم 


X‏ التي تجعل f(x)»0‏ أي أن wis‏ 57 ند ك 0. لذلك یا h(x)‏ بقع فقط في 


الفترة 3 0 وقیم Ax)‏ هي الجذور التربيعية لقیم (x)‏ اللناظرة شکل (128-ج). 
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تمارين )5-5( 


فيما يلي من )1( إلى )24( ناقش وارسم بیان الدالة گر . 





f(x)- 0) 





2x? 
х) = (3) 
л хос 1 


f(x) - 2x/ 4 x? +X+2 (5) 
4х 

imm 

fQ)-G-49/53 ә 


х+ 5 


fi^ а) 


(7) 





ғ(х)= х2 (+1) (13) 


2x? -x-3 
وس‎ 


24 14 مر رازه 
7-۔ سد و aoe a‏ 


x? 42x 


(15) 
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(4) 


(6) 


(8) 


(10) 


(12) 


(14) 


(16) 


(18) 











x—3 





(20) f(x)= 5 (19) 
x*-1 
2x? -2x—-4 
(22) f(x)» 2 Q1) 
x^ + 2-2 
+1 
(24) f(x)». —— (23) 
x-1 
. عين القیم القصوی وارسم بیان الدالة‎ (25) 
, > 1 
1 > 2> 3 
3<x<5 
ک3,‎ ۲ > 6 
x26 


۲+ 4 








کچ و 

27 ہے 
f(x)- 3x ; 32 + 6‏ 

x“ —9 

maj- х-2 

х-1 

0 

3(x -1y 


f(x)» – 7? + 54-7 


8)6 - x) 


0 


في التمارین من Q6)‏ إلى )31( آوجد القیم القصوی Jas‏ الانقلاب وخطط بیان . 





2 
X 
(27) X)= ———— (26) 
f) (2x -1Y 
37 
)29( Х)- (28) 
29 72 ) шоо 28 
2 
(31) f(x)» 0 = = (30) 
(44) خطط بیان من )32( إلى‎ 
2 بح‎ 
(33) f(x) 5 2x +x 6 (325 


х2 +3х+2 


mE 
х) (х+2)? 


- 4 
mU 


f(x)» ره‎ + ыг 
бх 
































= (35) = (34) 
fe) х? +2х-3 ё fe 4-x? Ë 
f(x)- ف‎ +6x— 7 (37) f(x)» x^-6x-7 (9 
f(x)» (2 + 6 - 7) (39) f(x)= (2 + 6 - 7| (38) 
f(x)» рх” = бх (41) f(x)= 8 + 2» - و‎ )40( 
f(x)2 2+ cos x 4) — f(x)- | ns 8 (42) 
f(x)21- [sin x (44) 
في التمارین من )45( إلى )50( عين جميع الخطوط التقاربية لبيان گر‎ 
2x? 2х 
f()- 228 4 — f(x- تج‎ (45) 
۶ )( > = هه‎ Л). =. (47) 
3 2 4 2 
f(x) _ x 2 2 704) 9 = +1 7 
Xm] x == O 
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الباب السادس 


تطبيقات على التفاضل 


سوف نهتم خصوصاً بالتطبيقات التي تبحث عن النهايات العظمى أو الصغرى للدالة. 

فإذا كانت О‏ كمية فيزيائية лаз‏ مع متغير مستقل X‏ على النحو .Q = f(x)‏ فإذا كانت 
00 

.© قابلة للاشتقاق فانه من الممكن استعمال — — لإيجاد القيم القصوى للكمية‎ f(x) 
qx 

آحیانا نسمي القيمة القصوی, القيمة الفضلة optimal value‏ فقد تکون القيمة المفضلة هي 

العظمی تارة وقد تکون الصغری تارة لأخری. ونسمي «АЙА ода‏ مسألة الحصول على القيمة 

الفضلة .optimization problem‏ سوف نبداً بتطبيقات dle‏ ثم نعطي تطبیقات خاصة à‏ 

امیکانیکا والاقتصاد والعلوم الاجتماعية وعلوم الحباة. 


хэ‏ 1-6: تطبیقات على القیم القصوی 

مثال (1): لوح معدني مستطیل عرضه 1206771 وطوله 180CM‏ ثني من نهايتي الطول جزئین 
طولیهما ×. أي آدیر ОВС‏ حول О‏ زاوية 488 وكذلك APRD‏ حول PR‏ زاوية 
قائمة بحيث ОК = SC‏ 

اوجد مقدار DR‏ أو ӘС‏ بحيث يسمح الجاروف امصنوع بهذه الكيفية من جمع أكبر كمية 
من المادة آثناء الجرف. 
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الحل 
اللوح وكيفية ثنيه موضحه في شكل (129). X‏ ترمز لطولي SC .DR‏ 





2 . ے 


شکل )129(: مثال )1( 


تتحدد سعة الجاروف حسب عرضه RS‏ وارتفاع جوانبه RD'‏ أو si. SC"‏ هذه الساحة 
أكبر ما چکن. إذا رمزنا للمساحة بالرمز А‏ فان 
A= x(180 - 2x)‏ 
-180x-2x? , 0€ x « 90‏ 
لأن X‏ آکبر من 0 ولأنها أقل من نصف الطول وللحصول على А‏ القصوی, 
ES 1 0526‏ 
dx‏ 
0 - 
يؤدي إلى 45071 = × 
dA‏ 
Les‏ أن dn:‏ 2 
dx‏ 
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X = 45 2,‏ هي عدد حرج /Ми‏ نهاية عظمی للمساحة 4 . 
وعلی ذلك یثنی جزء طوله 450777 = X‏ من نهايتي الطول للحصول على آفضل جاروف. 


مثال (2): يراد guo‏ علب للمشروب تسع کل منها 100cm?‏ من التن» على شکل أسطوانة 
دائرية 428 بغطاء. علماً بأن للغطاء حافة تساوي 1 من ارتفاع الأسطوانة تستخدم للبرشمة. 
آوجد أبعاد هذه العلب بحیث تکون بأقل تکالیف 4510 

الحل 


بفرض ”7 نصف القطرء Й‏ الارتفاع. 
حجم العلبة V‏ 


V = mh 
إذن‎ 
100 = zr^h 


آو 





_0 
m^ 


مساحة الشريحة الستخدمة Š‏ الصناعة 


h 


مساحة الحافة + مساحة القاعدتين + الساحة الحانبية = А‏ 


۱ opc: 


10 
- за! srž] 
10 


لو + جرد = 
10 
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100 А 
ЛҮ 


A= ارم‎ 





22 
® 
r 
dA уул 220 
dr r? 
Á' = 0 „ше А والقيمة القصوی ل‎ 
220 
2 = "AX = 0 
r 
2m? -22020 
1 
Е S 
r= — 
Л 
r 3.25ст 
_ 100 
zx (3.25 
А = Зст 
277 = 20.4ст sbs 0.3ст عرضه‎ маш! والشریط الستخدم‎ 
وها أن‎ 
а? А 440 
dr r 


موجبة Ll‏ إذا القيمة القصوی للمساحة هي النهاية الصغری للمساحة اممستخدمة. 
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7 
1 2 آکبر حجم اسطوانة دائرية قائمة من ا ممکن أن تمس حافتي قاعدتها السطح الداخلي 

لقشرة کرویة نصف قطرها .К‏ 

الحل 

لكي نعبر عن حجم الاسطوانة (شكل 130). ۷ء 

بدلالة متغير واحد. نوجد У9Ї‏ علاقة بين نصف 

قطر الاسطوانة ونفرضه 7 وارتفاعها ونفرضه 


.Й‏ وتبدو هذه العلاقة واضحة من مبرهنة 





فیثاغورثه 
2 
Ре ۳ +r?‏ 
2 
JS S‏ )130( 
г2 = К? -lg‏ 
4 
والحجم ۷ء 
V = mh‏ 


4 
3 

y = де» = a 
4 


ویبلغ V‏ قیمته العظمی عندما 


B 

dh 
а лів? -3x (=0 
dh 4 
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h-—R 
43 
وعندئل‎ 
2 
r° = R° s 
3 
2 
7۰ < سب‎ 
3 
حجم الأأسطوانة المفضلة هما‎ .". 
46 243 


E ЯВ, 
3 3 


وواضح أنء اختبار المشتقة الثانيق 


2 
ау 4-3 3 
dh? 2 


Les‏ أن V"‏ سالبة إذن فعلاً У‏ نهاية عظمی. 


ومقدارد. 
دې 243 ې 23 _. nas =Z R?‏ ۲ 
9 3 
4л-/387‏ 2 
9 
مثال )4( 


أبحرت سفينة 4 في الساعة العاشرة صباحاً من نقطة إحداثياتها الکارتیزیان (40,10) کم 
متجهة نحو الشمال У jl)‏ ( بسرعة 50 (كيلومتر/ساعة) 
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في نفس الوقت الذي آبحرت فيه سفينة D‏ من النقطة )80,40( کم بسرعة 60 
(کیلومتر/ساعة) غرباً متى تصبحان آقرب ما يمكن لبعضهما والمسافة بينهما عندئذ. (شكل 131 ). 


شكل (131) 


الحل 

بعد زمن قدره Í‏ 
А о‏ قد 
قطعت مسافة = 
السرعة x‏ الزمن = 501 شمالاً 

)40,10,501 ( қаза وأصبح‎ 

3 نفس هذا الزمن تكون В‏ قد قطعت مسافة = о 60f‏ 
وأصبح إحداثياتها )60,40 - 80( عندئذ يكون البعد بينها هي 


)1 - 72( + (ود- 2( = D‏ 
أو 
D? = (40— 601)” + (40 – 507?‏ 
المراد أن تکون d‏ وبالتالي d’‏ آصغر ما هکن, 
al?)‏ 
pu 2(40 — 60 (— 60(+ 2(40 – 50:((- 50) 0‏ 


بالقسمة علی 200 





-6(4-6t)-5(4-5t)=0 


— 24+ 361 – 20 + 257 = 0 


61 = 4 
44 
] = —- hours 
NN 


t=0.7213 1-43 7 
وحیث آن 0 ام‎ 
نهاية صغری هي‎ D Мз .. 
کو‎ [40- 60x a + (40-50% E 
- 26.23 
Dai, 85.13 Кт 


مثال (5): 

]15 وضع جسم О‏ في الهواء على ارتفاع ما عن سطح البحر تكونت له صورة Је.‏ الاء. 
وأي شعاع ضوفي یصدر من الجسم ینکسر حين یلاقی السطح الفاصل بين الهواء وا ماء ویصل إلى 
الصورة. وتسمی الزاوية بين الشعاع الساقط والعمود على السطح الفاصلء «Өр‏ زاوية السقوط. 
والزاوية بين الشعاع النکسر والعمود» «O^‏ زاوية الانکسار. 
وتنص قاعدة فيرمات Де‏ أن الضوء یقطع الطریق من الجسم إلى الصورة في أقل زمن ممکن. BB‏ 
كانت D|‏ سرعة الضوء Š‏ الهواء Do‏ سرعة الضوء في اماء 
ù Е‏ ,0 918 
فاثبت قانون سنل, —= 
sind) b |‏ 





. ( شکل 132( 


314 


الحل 

نفرض الشعاع الساقط من O‏ قابل السطح 
الفاصل في 7 وانكسر حتى لاقى الصورة 
Vi‏ 

ونفرض كما بالشكل. 7 تبعد مسافة X‏ 
عن مسقط О‏ على السطح الفاصل» О‏ 
كما نفرض الأفقي عند Í‏ قابل الرأسي عند 





.Q في نقطة‎ 0 
)132( شكل‎ 
QI =b .ОО = h ji 
OP السافة‎ 
(0.20 السرعة‎ = P إلى‎ О الزمن امستغرق من‎ 
1 
PI المسافة‎ 
الزمن 2 کو‎ =Í إلى‎ P والزمن الستغرق من‎ 
2 
_ هو‎ ГО الزمن الكلي من‎ .. 
eas به‎ 
Ui b, 
Pl ييښ‎ — 
OP = (h- a) + x° و‎ 
2 2 2 2 
+a) + - 
Т- (h a) X a^ (b x) E 
0 02 
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والقيمة القصوی للزمن T‏ تحدث عندم؛ 0 = 2 
dx‏ 

9] 

(b-xXY-1)-0 


dT 1 1 5, 


1 
хэн وړ سرت د — ار‎ 
dx إن‎ 2 (hay +x D, 24a (b - x) 


إذن» 
l 1. 055) .‏ 
24(h-ay ex? 2 24a?(b- х)?‏ إن 
х х‏ : 
ومن هندسة الشکل, :—= 0 sin‏ 
+x?‏ “زه +0 ор‏ 
5-х‏ - : 
Х- э‏ — = ,810 
pl Ja? + (b - х)?‏ 
إذن» 
sin 0 510) _ 0‏ 
i 5‏ 
sin 0 UI‏ 
ومنهاء —=— 
و0 6 sin‏ 
مثال (6) 


النقطتان )4(416: B(812)‏ ثابتتان والنقطة p‏ تتحرك على المستقيم 
y + x = 0‏ وبالتالي хз‏ الزاوية > АРВ‏ = © أوجد أكبر قيمة ممكنة للزاوية ©. 
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الحل 

نفرض أن إحداثيا D‏ 

هما (х,у)‏ لکن 

y = -× تتحرك على الستقیم‎ p 
p(x,-x) هما‎ p احداثیا‎ o 





AP غيل الستقیم‎ 
y-16 -х-16 
m = == 
x—4 x—4 
(133 ) شکل‎ 
BP ميل امستقيم‎ > 
y—122 —x-12 
mMm, = == 
1 - د‎ x—8 
ظل الزاوية © بين الستقیمین هو‎ 
tan 0 — m; -т| = l 
1+ mm» 
(x-16) (x-12) 
ات‎ x-4 x-8 
p (x 12x -16) 
(x -8Yx- 4) 


(x-8Yx-16)- (x -4Xx-12) 
(x-8Yx-4Yx—-12)Yx —16) 


2 80 | £40 
` 2x7 +16 +224 х? +8х+112 























ویکون مقدار tan Ө‏ آکبر ما هکن عندما يكون مقام آصغر ما «OS‏ 

f (x)= x? + 8+72 أيْ الدالة  نهاية صغری ء‎ 
f'(x)=2x+8=0 

النقطة الحرجة ء x=—4‏ 

f"(x)=+2 وعندها‎ 

x = —4 ..‏ نقطة تناظر نهاية للدالة f(x)‏ 


fa = SCA) 


-16-32-112 
-96 
40 
tan Omax = Uc اذن‎ 
3 
їапб ах 15 


(آخذنا مقدار © tan‏ لأن الاشارة هنا ضرورة لها فا لطلوب مقدار أكبر زاویة) 
4115 
—tan || —‏ 0 
max 12‏ 

مثال (7): 


اسطوانة داثرية قائمة نصف قطرها R‏ ملتحمة مع مخروط دائري قائم رأسي قاعدته 
مطابقة لقاعدة الاسطوانة ا متصلة به. ]15 كان حجم الحدید المستخدم Š‏ صناعة هذا الجسم هو 
V‏ آوجد الساحة السطحية للمجسم S‏ بدلالة ۸»> V‏ وزاوية نصف رأس المخروط ©. ثم 


آثبت آن odas‏ الساحة آصغر ما هکن عندما 48.27 = .Ө‏ 
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الحل 

بفرض ارتفاع ا مخروط هو 1/ء فان 
R‏ 
tan 0 = —‏ 
h‏ 


h= Rcotà 
Н وبفرض ارتفاع الاسطوانة‎ 
V = حجم المخروط + حجم الاسطوانة‎ 


V = aR? H + aR? 





(134) JS 
o3] 
لئے‎ й 
aR? 3 
V R 
5 O 
rR 3 
aS. المساحة الجانبية‎ ОМ 
طول الراسم‎ 
سور‎ 
S= 2aR-H +aR JR +h” + л? 
— ,سس سم‎ н سس‎ 
الإسطوانة‎ ENSE القاعدة‎ 


R 
S= اد‎ - ۶) 2 + aRA R? + R° cot? 0 + zR? 
7ü 


R? cot + л? 1+ cot? 0 + aR?‏ گے 


1--cot? 0 = csc? 0 ولکن‎ 


s= 0م ار‎ - Scoto] 
R 3 
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وللحصول على قيمة S.‏ القصوی, 
dS‏ 


шээг |- csc Ó cot 0 + 235 2 
dO 3 


= лр? csc کہ‎ 2 
csc0 #0 Z = 0 والعدد الحرج عندما‎ 


2 0900-0010 =0 


م 260080 2 
0 38160 








5116 0 = 090-0 e» 0050 = => 0248.2 
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تمارين )1-6( 
1( صندوق مفتوح قاعدته مستطیلة يراد صنعه من لوح 0935 مستطیل عرضه 12 بوصة. وطوله 


4 بوصة. بقطع مربع من کل ركن ثم ثنی الجوانب الناتجة بزاوية قائمة. آوجد طول ضلع 
اطربع الذي بقطع للحصول على صندوق حجمه أكبر ما هکن. 


(135) JS; 





2( حاوية آسطوانية بدون غطاء يراد أن تسع 
7 بوصة مربعة من ШИ»‏ 24 
المادة الستخدمة لصناعة القاعدة الداثرية 15 قرشاً للبوصة اطربعة وشن امادة اطستخدمة 
لصناعة السطح النحنی 5 قروش للبوصة ال مربعة. 
آوجد آبعاد الأسطوانة اللازمة لتقلیل التکالیف ما آمکن. 

3( آوجد أكبر حجم لأسطوانة داثرية قائمة هكن أن ترسم داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه 12 سم 
ونصف قطر قاعدته 4 سم ولها نفس محور الخروط. 

4( طریقان متعامدان آحدهما هتد من الجنوب إلى الشمال والثاني من الغرب إلى الشرق. وف 
الساعة 10:00 صباحاً مرت سيارة بنقطة [P‏ متجهة شرقا بسرعة ثابتة 40 کیلومتر في الساعة. 
و نفس اللحظة مرت سيارة آخری بنقطة شمال P‏ وتبعد عنها 20 کم وهي متجهة جنوبا 
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بسرعة 50 کم/ساعة. حدد اللحظة التي یکونا أقرب ما هكن من بعضها. (شكل (136)). 


شكل )136( 


= ها له ال م 


5( رجل في قارب على بعد 2 کم عن ضفة نهر 
يرغب الوصول لنقطة على الشاطئ تقع 
يمينه على بعد 6 كم. إذا كانت سرعة القارب 3 كم/ساعة وسرعة المشي على الطريق 5 
كم/ساعة. آوجد أقل زمن لازم الوصول إلى هذه النقطة (شكل )137( ). 








شكل (137) 
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6( هتلك فلاح 60 متر طولي من ӨХАУ‏ الشائكة پرغب لعمل سور لحقلین منفصلین كما في شکل 
)138( آحدهما یکون مستطیلا طوله ضعف عرضه والثاني مربع الشکل. آوجد آبعاد الحقلین 
إذا علمت أن الفلاح يريد الحصول على آکبر مساحة ممكنة للحقلین. 





شكل )138( 


АВ (7‏ لوحة اعلانية ارتفاعها 2 متر مثبتة بقمة 
عامود رآسي ارتفاعه 6 متر. ینظر إليها شخص على 
الأرض. ولكي تتحقق آحسن رؤية يجب أن تکون 
الزاوية بین الشعاعین من العين لقمة وقاع اللوحة 
(0) آکبر ما هکن. آوجد هذه doll‏ القصوی 
وبعد الشخص عن قاع العمود عندئذ. 





(139) US; 


(السافة (X‏ شکل )139( 
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8( آوجد القیم القصوی للمقدار 2 إذا كان: 
y+u=10 .z= xy -Í‏ 


[2 +1) = 4 , بر4 - ع‎ +x? ب-‎ 
۲ - у= 0 . Z = x? + ر‎ um 


9( یراد صناعة صندوق مربع القاعدة بغطاء حجمه 100 З‏ بحیث تكون مساحة الرقيقة 
ا مستخدمة Š‏ التصنیع أصغر ما هکن. آوجد آبعاد هذا الصندوق. 

10( سور ارتفاعه 2.5 Ха‏ مبني عمودي على أرض 
آفقية ويوازي واجهة منزل ویبعد le‏ 
مسافة 0.3 متر. US‏ بشکل (140). آوجد 
السلم ذا آقل طول الذي هكن أن پستند 
على الأرض والسور والمنزل. 





شكل (140) 
11( أوجد بعدي مستطيل له أكبر مساحة 
يمكن رسمه داخل نصف دائرة نصف 
قطرها Q‏ شرط وقوع Хо!‏ حوافه على 
قطر النصف داترة. شكل )141( 
»4-9 —4 
شكل )141( 
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12( خيمة على شکل هرم منتظم مربع القاعدة إذا كان مساحة القماش ال مستغل في صناعة الأوجه 
المثلثة الأربعة هي X S‏ طول ضلع القاعدة. أثبت ان حجمها أكبر ما يمكن عندما 
1ل د حيث Л‏ ارتفاعها. شكل )142( 





شکل (142) 
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Хэ‏ (2-6): تطبیقات اقتصادية واجتماعية وعلوم الحياة 

إن التغیر هو خاصية تحکم معظم النظومات الطبيعية والنظومات الاجتماعیة. ویعطینا الحسبان 
آحسن الطرق لدراسة هذه المنظومات. وسنحاول هنا إعطاء صورة لبعض تطبیقات ال مشتقة لعلوم 
الاجتماع وعلوم الحياة. 

أ- في الاقتصاد 

إن الدخل والربح مثلا يعتمدان على تأرجح التكاليف و الأسعار والتي بدورها تعتمد على تغيرات 
العرض والطلب. 

والاقتصاد هو ما يحاول حل مسائل القيم المفضلة التي توفر الاستخدام الفضل للموارد. 


مثال (7): 
E‏ سلعة 3463 القطعة منها 12 دینار وعلیه تکالیف شهرية 8:50 قدرها 0 دينار. إذا 
25 بیع القطعة 20 دینار. ما هو عدد القطع الواجب انتاجها شهرياً حتی يضمن عدم 





الخسارة. 

الحل 

С(х)-10000--12х‏ . التكاليف الكلية 

C(X)— cx) ۳ E9099‏ , متوسط تكلفة القطعة 


X X 
العائد الشهري‎ , В(х)-20х 
الربح الشهري‎ . Р(х)= R(x)— C(x) 
= 20x – (10000 +12x) 
qu Jl أي بدون خسارة عندما پنعدم‎ 2" break-even " تكون المنظومة كيت‎ 
Р(х)-0 
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أي عندما 0 - 10000— 8x‏ 
32125 
۰ انتاج 1250 قطعة لا axe e=‏ خسارة ولكن بدون guo‏ 
وعموماً |ذا كان X‏ عدد الوحدات ا منتجة, فان الاقتصادین پستعملون الدوال P .R C C‏ 
المعرفة على النحو التالي, 
1( دالة التكلفة: سعر تكلفة X‏ من الوحدات - C(x)‏ 
C(x) . l‏ 
2( دالة متوسط التکلفة: —— = c(x)‏ 
متوسط 4355 )202 
4Лэ (3‏ العائد: العائد عن بيع X‏ من الوحدات -) Ё(х‏ 
4( دالة الربح: P(x)= R(x)- C(x)‏ 
أرباح بيع X‏ من الوحدات - 
وإذا كانت ر هي أحد الدوال السابقة فان هامش القيمة امناظرة هو C C old. f‏ 
P^ ۴‏ هي دالة هامش التكلفة ودالة متوسط التكلفة ودالة هامش العائد ودالة هامش الربح 
على الترتيب. أي أن C'‏ هي معدل تغير التكلفة بالنسبة لعدد الوحدات النتجة وهكذا. 


مثال (8): 
توصلت شركة أن تكلفة إنتاج X‏ من الوحدات يعطى بالعلاقة. (بالدینار)ء 


С(х)= 200+ 0.05x + 0.0001х? 
أ- آوجد 43155 ومتوسط التكلفة وهامش 43551 لانتاج 500 وحدة ولانتاج 5000 وحدة.‎ 
ب- قارن هامش التكلفة عند إنتاج 1000 وحدة بنظيره عند إنتاج 1001 وحدة.‎ 
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الحل 


أ- عندما 500 = x‏ 


x = 5000 وعندما‎ 


x = 1000 kus ب-‎ 


x 21001 kus 
C(x) à الفرق‎ 
ولکن‎ 


أي أن 


C(x)- 200 + 0.05, + 0.0001“ 
200 


c(x)- ce. + 0.05 + 0.0001x 
C'(x)= 0.05 + 0.0002х هامش التكلفة‎ 
С(х)= 250, с(х)= 0.5 , C'(x) 0.15 


С(х)= 2950, с(х)= 0.59 , C'(x) « 1.05 


С(х)= 350, c(x)20.35 , C'(x) 2 0.25 
С(х)= 350.25 

C(1001)- C(1000) = 0.25 

C'(1000) — 0.25 


C(1001)- C(1000) = C'(1000) 


14 وعله Gai East elegi‏ کو Px) Jal P) ааш! oos‏ هو تفن 
السلعة عندما يكون الطلب هو X‏ من الوحدات. 


R(x) = xP(x) ویکون العائد عندئذء‎ «ШАЛ تسمی دالة‎ P(x) 
یسمی هامش دالة الطلب.‎ Р(х) 
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وحیث أن نقصان P(x)‏ یصاحبه عادة زيادة зэв‏ السلع الباعة X.‏ آي آن Р(х)‏ هي dla‏ 
x us P'(x)«0 44‏ عادة 232 Р(х)‏ بالیمز S.‏ وعادة ما تکون X S‏ 


مثال (9): 

الطلب XJ‏ وحدة يرتبط بسعر بیع القطعة ل bs‏ للعلاقة 
2x4 S? —12000 = 0‏ آوجد دالة الطلاب ودالة هامش الطلب ودالة العائد وهامش 
العائد. آوجد X‏ من أجل أكبر عائد ممکن وآوجد هذا العائد. 
الحل 
2х--52-12000-0 (1‏ 
دالة الطلب, Р(х)-5-412000-2х‏ 

В(х)-хР(х) 

= x412000 - 2x دالة العائدء‎ 


А -1 
د‎ = ki 
CE 12000 - 3x m 
412000 - 2x Y 
Ё(х)-0 عندما‎ aste أكبر‎ 
12000-3x 20 

]05 پوجد عدد حرج هو 

х= 4000 
وسالبة ما‎ 0 > х > 4000 u موجبة‎ R'(x) كانت‎ us 


4000 « x « 6000 
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.. عند 4000 = X‏ يوجد نهاية عظمی للعائد. هي 
ينار 253000 = Rmax = R(4000)‏ 


مثال )10( 
اکتشفت شركة إلكترونات أن 4355 إنتاج X‏ آلة حاسبة في البوم هي (بالدينار). 
С(х)= 400 + 5x + 2‏ 
إذا بيع كل آلة حاسبة هبلغ D.L‏ 20 آوجدالانتاج اليومي الذي يؤدي لأعلى ربح. 
الحل 
C(x)= 400 + 5x 7‏ = سعر التكلفة 
20x = R(x)‏ = سعر البیع 
R(x)- C(x)‏ = الربح اليومي 
Р(х)= R(x)- C(x)‏ 
-15x — 400 - 0.03x?‏ 
وتكون. P(x)‏ عظمی عندما 
P'(x) = 0‏ 
-15-0.06х-0‏ 
x=250 Calculators‏ 
ویلاحظ Р"(х)--0.06 oi‏ 
.2 عند العدد الحرج 250 = X‏ توجد فعلا نهاية «аА‏ 
Рах = P(250)‏ 
D.L‏ 1,475 = 
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ب - 3 العلوم الاجتماعية والجغرافية 

يدرس کل من الاجتماعیین والجغرافیین ظاهرة الانتشار الاجتماعي Social diffusion‏ أي 
انتشار معلومة معينة, أو اختراع تكنولوجي أو بدعة ما عبر السکان. إن آفراد اللجتمع يمكن أن 
ینقسموا إلى هوّلاء الذين یعرفون المجموعة والآخرين اللذين У‏ یعرفنها. 
ومعدل الانتشار يتناسب مع عدد الأفراد اللذین يملكون المعلومة وعدد الأفراد اللذین مازالوا م 
إذا كان X‏ هو عدد الأفراد المالكين للمعلومة» وعدد السکان هو № ‹ وکان معدل الانتشار هو 
r(x)ex .r(x)‏ فين 

r(x)oc x(N — x) 

آو 


r(x)= kx(N — x) 
Nicea ' 
x= ثابت التناسب. ويبلغ هذا المعدل أقصی قيمة عندما 0 )0( أي‎ k حيث‎ 
بها ثم يبدأ في النقصان.‎ ele أن معدل انتشار المعلومة پتزاید حتی یصبح نصف الناس على‎ gÍ 


ج - في علم الأوبئة: 
نفس مبدأ انتشار المعلومة ينطبق على كيفية انتشار الأمراض المعدية. إذا كان © эле‏ المرضىء Í‏ 
عدد اللذين مازال اطرض م يصلهم» ۷ عدد السكان. فان 


0ات = 
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ا E‏ ان بسن الماک ایا ری کی Зил май‏ 
تصور ثعالب مفترسة تفترس آرانب. 
الأرانب تعيش على البرسیم وهو متوفر ولکن الثعالب لها إلا الأرانب کغذاء. 138 كان 
F (t) R(E)‏ هو تعداد الأرانب والثعالب على الترتیب عند لحظة ۶. 
نجد أنه إذا لم يكن هناك ثعالب F(t) = 0 SÍ‏ فان dl»‏ النمو للأرانب» 
R'(t) 2 aR(t)‏ 

حيث Q‏ مقدار ثابت. 
il‏ أن نسبة تزاید الأرانب R'/ R‏ ثابتة وتساوي .Q‏ 
ما إذا لم يكن هناك 5.34 0 = ()۸ فان الثعالب تكون في تناقص مستمر 
F'(t)- —nF(0)‏ 

_ F'() 


.1 مقدار «соб‏ |8 أن الثعالب ستواجه تناقص مستمر بنسبة И = 2 Аб‏ 


F(t) 


ولكن АЈ‏ الهامة ولأكثر إثارة هي عند وجود النوعین. 
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فان معادلتي النمو یحتویان على الجداء эле ОУ. (Р) (Е)‏ مرات قتل الأراتب بواسطة 
الثعالب يتناسب مع عدد مرات امواجهة بينهماء الذي بدوره يتناسب مع کل من R(t)‏ و 
F(t)‏ أيْ مع .F(t)R(t)‏ وکل عملية дав Jš‏ عدد الأرانب R(t)‏ 
ويقلل من قابلية نمو الثعالب أَيْ «o‏ 

R'(t)= к(а —bF(t)) 

F'(t)= F(t(ymR(t)- n) 
ثوابت.‎ b .m حيث‎ 
dua مثل‎ F'(t) .R'(t) بغار‎ ов F(t)»0 . R(t)» 0 أن‎ us 
الترتيب.‎ de mR(t)-n a - bF(t) 
Е) 50:50) 0 Gas ويحدث استقرار‎ 


si‏ عندماء 
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تمارين 2-6 


1 تتوقع شركة معدات إلكترونية أن تكلفة X‏ من الآلات الحاسبة يومياً هي 
С(х)-500--6х--0.02х?‏ 
]13 بيع كل АЙ‏ حاسبة بسعر 18 دینار. آوجد : 
(i‏ دالة العائد. 
(o‏ دالة الربح. 
(z‏ الانتاج اليومي اللازم لجعل الربح آکبر ما هکن. 
(s‏ النهایة العظمی للربح اليومي. 


2( مکتب يتكون من حجرتين ومساحته الكلية 100 Ze‏ مربع. يوجد بابان آحدهما بين الحجرتین 
والآخر باب الخروج. كما بالشکل. عرض کل باب 1 متر. إذا كانت تکالیف دهان АМ‏ 
الطولي من الحائط هي 10 вл) Хээ‏ حذف الأبواب) اثبت أن تکالیف دهان الحوائط 
C(x)‏ حيث X‏ عرض المكتب هي 

200 
>(-۱0+] 22 
х 


آوجد الخطین التقاربیین الرأسي وا مائل وارسم بیان C(x)‏ لكل 0 < X‏ آوجد التصميم 
الذي يقلل التکالیف لأدنى حد. 


شكل (143) 
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3( ف علم الکیمیاء الحيوية تعطی الاستجابة الحدية العامة باطلنحنی 
R = ks" ffs" +a")‏ 
حيث ۸ هی الاستجابة الكيميائية ا مناظرة للترکیز Š‏ من مادة كل من ап.‏ 
ثوابت موجبة. ومثال على ذلك هو العدل ‏ الذي يزيل به الکبد الکحول من تیار الدم 
عندما یکون ترکیز الکحول 49 
وضح أن ۸ دالة تزايدية في S‏ وآن R = K‏ هو خط تقاربي آفقي للمنحنی. 


4 


л- 


gilo‏ آفران میکرویف يعين تکالیف إنتاج X‏ من ОУ‏ من العادلة 
C(x)= 4000 + 100 + 0.05x? + 0.00025‏ 
قارن هامش تکالیف إنتاج 100 فرن بتکالیف انتاج الفرن رقم 101. 


5( مجری مائي للصرف مقطعه على شکل حرف يصنع من آلواح معدنية عرضها 25 سم آوجد 
زاوية الرأس بین جانبي ا مجرى التي سوف تجعل كمية اماء التي یحملها آکبر ما هکن. 





شکل )144( 
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بند (3-6): تطبیقات في الدینامیکا. 
نستعمل Š‏ هذا البند المشتقات لوصف وتحلیل آنواع مختلفة من الحركة» فخالبا ما ساعد الحسبان في 
دراسة الأجسام المتحركة وسوف نكتفي هنا بحركة الأشياء في خط مستقیم. حيث سوف نعتبر أي 
جسم متحرك. کبیرا كالسيارة والقطار أو صغبرا مثل الکترون متحرك كأنه نقطة ‏ والطریق الذي 
تتحرك فيه هذه النقطة کمستقیم ۴ . فإذا كان إحدائي النقطة Р‏ على هذا الخط عند زمن Í‏ هو 
(5)1, فان S(t)‏ تسمی دالة الموضع للنقطة ۰۳ إذا كان £ رأسیا فان s(t)‏ تستبدل y(t)‏ 
وإذا كان É‏ أفقيا استبدلت )5(1 ب x(t)‏ وسرعة النقطة ‏ هي معدل تغير )8(1 بالنسبة 
للزمن, (E)‏ ویرمز لها بالرمز .۷)٤(‏ 
v(t) - s(t)‏ — السرعة 

وتسمی v(f)‏ دالة де‏ وإذا كانت У(1)‏ موجبة على فترة معينة فان 0 < )£( $ أي أن 
s(t)‏ متزايدة وتتحرك نقطة ‏ في الاتجاه الوجب للمستقیم Ё‏ آما إذا كانت v(t)‏ سالبة 
o‏ 0 > )4(1 )5(1 متناقصة فتتحرك P‏ ف الاتجاه السالب وتکون 0 (t)‏ عندما 
تغیر P‏ اتجاه حرکتها. آما مقدار السرعة بصرف النظر عن إشارتها 51 wt)‏ فیسمی "الارقال 
6 أو حتی يسمى مقدار السرعة كما هو. 
العجلة a(t)‏ للنقطة P‏ عند زمن Ё‏ هي معدل تغبر السرعة بالنسبة للزمن. 

0)/(-٧)/(‏ = العجلة 

a(t)= s(t) ! 

تسمی a(t)‏ دالة العجلة. وهکننا إعادة كتابة a(t) v(t)‏ على النحو 
ds dv а?5‏ 
کو دو و Mc‏ 

وتكون العجلة موجبة عندما تكون السرعة منزايدة وعندئذ تسمی تزاید وتكون سالبة عندما تکون 
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a(t)» 0 = تسمى تزايد أو تعجيل‎ a(t) 
a(t) > 0 = سمی تقصير أو تباطو‎ a(t) 
a(t)- 0 = عندما تکون السرعة قصوی‎ 


:(11) ЈЕ 
بالعلاقة,‎ S في خط مستقیم بحیث تعطی دالة الموضع‎ Р تتحرك نقطة‎ 
s(r) - 6 -15/2 + 6+10 
آوصف الحركة آثناء الفترة ]19[ وآوجد إزاحة الجسم في هذه الفترة والمسافة الفعلية التي‎ 
تحرکها.‎ 
الحل‎ 
«Je بالتفاضل, نحصل‎ 
v(r)- s(r) = 369 -30t + 63 
a(t)- v(t) = 61-0 
عندما‎ V(t) = 0 نجد أن‎ 
312 - 301+ 63 -0 
t? -10t + 21-0 
(r-3t-7)20 
[eT ,1 = 3 عندما‎ cl 
t= 7 أن الجسم غير اتجاه حرکته مرتان عند 3 = »عند‎ cl 
(1,3), (3,7), (7,9) على الفترات الجزئية‎ ۰۷ (t) &u وببحث‎ 
نجد السرعة تغيرت إشارتها من + , - , + على الترتیب‎ 
أي أن الجسم تحرك إلى اليمين من 1 - 1 إلى £23 إلى اليسار من 3 = 7 إلى 7 < ا‎ 
. = 9 إلى‎ t = 7 وأخيرا إلى اليمين من‎ 
هي كما يلي:‎ s(9) .s(7) .s(3) .s(1) المواضع‎ 
5(9)-91.5(7)-59 .s(3) 91 .s(1)= 59 
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آزیح الجسم في هذه الفترة من )5(1 إلى gi s(9)‏ الازاحة الناتجة هي s(9)— s(1)‏ 
32 = 91-95 = ورک للازاحة = Dio‏ 
أيْ آزیح الجسم هینا مسافة 32. 
ولکن الواقع أن الجسم تحرك من s(1)‏ إلى )5(3 لليمين 
ثم تحرك من s(3)‏ إلى (5)7 إلى اليسار 
ثم من (5)7 إلى (5)9 إلى اليمين 
Dis -5)3(-5)0(-32 ах‏ 
يسارد 32--(5)3-(5)7- D4;‏ 


۲ 
Ру =s(9)—s(7)=32 u% 


لاحظ أن الازاحة الكلية 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 





شکل )145( 
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مثال (12): 
قذف صاروخ رآسیا إلى أعلى بسرعة M/S‏ 140 فوجد أن المسافة الرأسية فوق سطح الأرض بعد 
Гол)‏ 456 هي Y db‏ 
y(t) - 1401 — 4.91?‏ 
T‏ - آوجد الزمن والسرعة عندما يصل الصاروخ للأرض. 
ب - آوجد أقصى ارتفاع للصاروخ عن سطح الأرض. 
ج - آوجد العجلة عند SÍ‏ لحظة زمنية 1 
الحل 
أ- يتحرك الصاروخ على محور ۰ ونقطة الأصل على الأرض. وسنعتبر الصاروخ كجسيم صغير 
يكون الجسيم على الأرض عندما 0 = y(t)‏ 
а‏ 0= 1401-492 
0 - (4.91 - 1(140 
آي عند اللحظتین 


(r) -10t 4.912 





t —28.57s t=0 
t = 28.575 هي لحظة الاطلاق»‎ 1 = Ü 
(146) آخری للأرض. والسرعة التي يطرق بها الأرض شكل‎ бул هي لحظة وصول الصاروخ‎ 
v(28.57) оу هي‎ 
v(t)= y(t) » 140 — 9.8: ولکن‎ 
v(28.57)2-140m/s оу 
والاشارة السالبة تعني أن الصاروخ عندئذ متحرك إلى أسفل.‎ 
نلاحظ أن سرعة الاطلاق وسرعة الوصول متساويتي الأرقال.‎ 
w(0) = (28.57) 2140 m/s 
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ب- أقصى ارتفاع. ол Уау‏ عندما 0 = « أي 0 = 1. 
—9.8t = 0‏ 140 
أي عند 1-14.298 >= == 
ولذلك آقص ارتفاع هو 
Ymax = (14.29)‏ 


2 
سيا ولحا د 
1 7 


-1000 т 


0()-4(1))--9.8т/8-2 


وهي عجلة 406 4250 عن قوة جذب الأرض للأجسام. 


Simple harmonic motion ) S.H.M ) الحركة التوافقية البسيطة‎ 
توافقية بسيطة ]15 كان إزاحتها عن نقطة‎ d$,» متحرکة على مستقیم € آنها في‎ Р يقال لنقطة‎ 
معطاة باحدی العلاقتین‎ s(t) الأصل‎ 
s(t) = Acoslæt + ó) si 5(() = Asin(ct + ф) 
culi ۵ .0 »4 حيث‎ 
وف هذه الحالة‎ 
5٩0 = —Acsin(ot + ó) أو‎ s(t) = оАсоѕ(о + ф) 
(0) = -o A cos(ot +ó) أو‎ s(t)— - 0“ A ѕіп(0 + ó) 
ای‎ 


s(t)- —^s(t) نو‎ 80) 9 -o?s(t) 
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أي أن كلا الحالتین أدت إلى أن العجلة 
a(t) - -oX^s(t)‏ 
وهذه العلاقة أيضاً تعرف الحركة التوافقية البسيطة. فالحركة التوافقية البسيطة هي إذن حركة 
جسيم بعجلة مقدارها یتناسب طرديا مع مقدار S‏ ودائماً إشارتها مخالفة لإشارة ګ. 
وق الحركة التوافقية البسيطة تتذبذب Р‏ بين نقطتين على L‏ 
إحداثياهما 4 +, 4 -. ولذلك оф‏ سعة الذبذبة هي آکبر إزاحة عن نقطة الأصل -|A|‏ وزمن 
27 . 0 
الذبذبة هو - اما зас‏ الذبذبات كل ثانية او ما نسميه التردد فهو —. 
@ 27 


تسمی الزاوية Ф‏ زاوية الطور. 
وها أن عندماء 


v = 0А cos( ot + p) : s(t) = А sin(@t + 0) 


sin? (cot + +(م‎ cos” (æt +ф)=1 
نحصل علی‎ 


v= tov A? 287 


السرعة SÍ‏ ما هكن uus‏ 85:50 والعجلة = 0 ينما uus V=0‏ 5-4 


0 -- A 
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مثال (13): 
يتحرك جسیم على خط مستقیم »,45 توافقية بسيطة بين الوصفین 277 s= 10771 .s‏ 
فبلغت آقصی سرعة له .S0 m/s‏ آوجد سعة الذبذبة التردد والزمن الدوري وأقصى عجلة له. 


أين ومتی تصبح سرعته لأول مرة 171/5 25. علماً بأن بدء الحركة عند 270 = ګ. 


الحل 
Rute ENT‏ 
2 
ОА‏ = أقصى سرعة 
rad/s °‏ 12.5 = 0 > 4 - 50 
2r 27‏ 
0.5035 = — = — = الزمن الد 
5 وہ ہت 
نفرض أن 


u = Asin(ot + ф) 
и = Asin(12.5t + @) 
الازاحة بالنسبة مرکز الحركة التوافقية البسيطة وهي نقطة التنصیف بين 2 = ى,‎  ثیح‎ 
فیکون موضع الجسیم عند أي لحظة هو‎ S = 6 أي عند‎ 5 = 10 
S = 6 Asin(12.5t + @) 
ى‎ = 2 t < 0 بوضع‎ 


S = 6 + 4510 م‎ > sing=-] = سم‎ 


=> S = 6-7 
۷) ( - 5 71 


radian/second ¿= rad/s 0‏ أي زاوية نصف قطریة/ ثانية. 
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V = 2577/8 gas‏ نجد آن, 
)/5011(12.5 = 25 


1 

in(12.5t)= = 

sin(2.5)= 1 
12.51 = 
6 


t = — $ 
75 


وعندئل 
Дов‏ 
6 
"د 
2 
5-6-3 
S 22.536 m‏ 


السقوط الحر Free Fall‏ 
تبعاً لقانون نیوتن للجذب العام 438 ¿Í‏ كتلة M‏ تنجذب نحو مركز الأرض بقوة تتناسب مع JS‏ 
من m‏ وكتلة الأرض M.‏ وعكسياً مع مربع المسافة من 771 إلى مركز الأرض» P‏ 

mM 


б (147) شكل‎ 





وینص قانون نيوتن الثاني على أن حاصل ضرب الكتلة M‏ وعجلة حرکتها نحو مركز الأرض يساوي 


القوة ا مسببة للحركة. أي أن 








F = maļ) = "М 
r 
G.M 
а()- 7 
r 
ارتفاع الجسم عن سطح الأرض فان‎ У نصف قطر الأرضء‎ R حيث‎ 7 = R + y gos 
کے(‎ 
(8-9) 
9B . = Ü وعندما یکون الجسیم على سطح الأرض»‎ 
G.M 


alt) o Эва 8 


وبالتعویض عن Соб‏ الجذب العام OG‏ ونصف قطر الأرض R‏ وکتلتها М‏ نجد أن 
g «9.8m/ s2‏ 


وتصبح العجلة عند أي ارتفاع هي 


a(t)- ES] 


ولجميع الأجسام سواء على سطح الأرض أو بالقرب من سطح الأرض حیث (y««R)‏ 
تکون, 





a(t)- g 
وهي عجلة ثابتة تسمی عجلة الجاذبية الأرضية متجهة دائماً لأمفل نحو مركز الأرض. فإذا اعتبرنا‎ 
محور الاحداثیات بنقط آصل عند سطح الکوکب واتجاهه ا ملوجب 469( فان العجلة تکون سالبة‎ 
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آي a(t)- -g‏ 
فیک 2УЦ0):4‏ )08:00 دا desi‏ ویب أن کرو ya de‏ 
v(t) — —gí tc‏ 
إذا اعتبرنا السرعة الابتدائية бахь Vo‏ 0 = 7 فان 
Vo =0+c‏ 
v(t) - vo -gt‏ 
ودالة اللوضع التي لو فاضلناها أعطت هذه السرعة يجب أن تكون على الصورة 
1 
y(t)= Vo - g^ +‏ 
فإذا بدأ الجسیم حرکته عندما كانت yo‏ )0( 0 = 1 فان 
yo (0-0۰6‏ 


وبالتالي 


وا 
yo + vot - > gt‏ = (0پر 
وهذه الدالة تعطي موضع جسیم ساقطاً بحرية تحت 538 الجاذبية فقط. فإذا ترك جسیم یسقط 
بحرية من ارتفاع 10 متر Ма‏ فان 

1 
y(t)= 10 +10 - 9.87 
y(t)-10- 4.96? 

أي أن ارتفاعه آثناء السقوط يتناقص حتی یصبح صفرا (یرتطم بالأرض) عندماء 
у()-0‏ 
10-4.9/7-0 
t = 2.045‏ 
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مثال (14): 
قذف جسیم من ЗАВ‏ برج ارتفاعه 100 متر رأسياً لأعلى بسرعة ابتدائية 50771/5. متی یصل إلى 
الأرض. 
الحل 
2 1 
Y()- yo + vot - > gt‏ 


yg 2100 ۰۷ 2som/s‏ . 9.8 دع 
y(t) 2 9.8 + 50t — 4.91?‏ 
وعندما يصل للأرض: أي عندما 0 = y(t)‏ 
يكون 
0 = 50-492 + 9.8 
-50t—9.820‏ 4.912 
0 = 500-98 — 4912 


, ے‎ 300-2 500° +4x 49x98 


98 
t =10.4s 


مثال (15): 
اسم یکل OE EE fc oh o uus‏ بالمترء «y‏ على 
النحو 
152 
y(t) 2 2t + G 4 J‏ 
3t‏ 
متى تنعدم سرعته وعلی أي ارتفاع ؟ آوجد العجلة عند منتصف هذا الزمن. 


الحصل 
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152 
() | E 


7 السرعة عندما 0> (۷)۴, أي 


اکا 0-2 
31 


322 =и نضع‎ 

)82 أده 
u‏ 

0 = 2и + 3u? — 456 
Зи? + 2u - 456 - 0 
(u -12()3 +38)= 0 
38 
US 
553020 ms. 


и-12,и- 


۰ تنعدم سرعته بعد 2 ثانية. وعندئذ یکون, 





y(t)=2(2)+ 42 „152 | 


3х2 
-4+38+251 


76 +24 +4 < 
94m‏ = 
۰ آقصی ارتفاع يصل 4J]‏ الجسیم هو 94 مترا. 
آما العجلةء 
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273 


ае 
E 


ا + 18 = 


والعجلة عند منتصف زمن الصعود أي عند 1-5 هي 





304 
a(1) 2 18(1)4- 00‏ 
22/2 = 
مثال (16): 
یتحرك جسیم في خط مستقیم ویتحدد الوضع s(t)‏ عند f‏ ثانية بالعلاقة, 
m 23‏ 
1-1 


اشرح حركة الجسیم منذ أن مر بنقطة الأصل عندما í = Ü‏ إلى 00 <- 1. أين یکون الجسیم 
عندما 10005 = Г‏ $ ضمن الشرح شکل وقيمة الوضع والسرعة والعجلة, وارسم بیانات 
تغیرهم مع الزمن. 
الحل 
2 
Jessie 1+ (2)-2tQ21)‏ 
(«af‏ 
2 
(«p‏ 
2 2 2 
je)‏ جام Е | c40-6-2‏ 
)0442 
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КОЕ ناد‎ 


1 0-2) 


تنعدم السرعة عندماء и(1)-0‏ 
t=ls‏ > 0= 2-20 
وتكون عندئذ. 
s(1) - Im‏ 
وعند هذه اللحظة يغير الجسیم اتجاه حرکته. 
ولکن متی یعود إلى نقطة الأصل $ یعود عندما S = Ü‏ 
وڈ 
1-1 
والطرف الأيسر ینعدم Š‏ حالتینء 410 0 = £ أي في بدء الحركة (حیث بدأ الحركة عند نقطة 
الأصل) 
وعندما 00 <- 1. أي أن الجسيم يعود بعد أن يكون قد قطع مسافة 1 متر في زمن 1 ثانية ولكنه 
لن يصل إلى نقطة الأصل إلا بعد زمن لا نهائي. 
وبالرجوع للعجلة نجد أنها تنعدم عندما 
s‏ 3 -غ , t=0‏ 
أي أن السرعة بلغت قیم قصوی عند بدء الحركة وعند رركم فتاه ام سی سا امه 





عند بدء الحركة ثم تناقصت حتی انعدمت عند 15 - Ё‏ حيث غير الجسیم اتجاه حرکته. ثم 
بدأت في التزاید Š‏ الاتجاه المعاكس (نحو الیسار) حتى بلغت قيمة عظمی عند s‏ 14-43 
ом‏ عند 4/3-( بدأت السرعة تتناقص وتحرك الجسيم بتقصير b‏ چکنه من العودة إلى 
)0 = 5( 
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وبیانات العلاقات a(t) v(t) s(t)‏ موضحة في شكل )148( 


i (7) Ї 


شكل )148( 
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تمارين )3-6( 


في التمارين من )1( إلى )11( تتحرك نقطة في خط مستقیم وموضعها ؟. أوجد السرعة والعجلة 
عند أي لحظة .Í Ада)‏ صف حركة النقطة في الفترة الزمنية امعطاة. وضح الحركة برسم من БЭЛ‏ 


الموضح في شكل (145). 

[0,6]. s(t)=3t -12/+ 4 a 
[0,3] . 8()-1 “7572 Q 
[- 2.2] .s(02 6? + 37-6 G 
[0,4] .s(t) 2 4ر2‎ -9 +12; 4 
[3,3]. (0) 2 6 -9/+1 6 
[L4] . s(t)=10 -36t +152 - 28 6 
[- 23] . s(t)=12+6t- 2 (7 
[05] .s()) 2-20 +1502 +24 -6 (в 
[0,6]. (7) 2 20 -12/* +6 (9 
[2,2]. (0) = 2:4 — 62 (10 
[0,2]. . >())ء‎ 28 - 36? (11 


آوجد السرعة بعد 3 ثواني وأذكر في كل مرة متى تصبح السرعة k‏ متراث “. 





k=28 02 

Хи , k-0 (13 
Ier 

s()230 +7 , к= 88 (14 

s(r)- 50 +3/+2 , к= 63 (15 

s(t)- NI 6+ . 2م‎ (16 


قذف جسیم رأسياً لأعلى بسرعة ابتدائية 14 متراث وارتفاعه بالمتر عن سطح الأرض بعد Í‏ ثانية هو 
Y (t)‏ . أوجد في كل التمارين من )17( إلى (19): 


أ- السرعة والعجلة عند 7 ثانية. 
ب- أقصى ارتفاع 
ج- فترة الرحلة 


u -4 (17‏ , “144-161 -())د 
u=192 (8‏ , */16-/100+192-(/)5 


u-b (19 


s(t)- b - bt -aC š 


یتحرك جسیم حركة توافقية بسيطة وموضعه عند زمن Í‏ هو s(t)‏ آوجد سعة الذبذبة وزمن 


الذبذبة والتردد ( من 20 إلى 25 ) 


s(t) = 8sin zt (20 
s(t) - 1 (22 


4()-8416-582 24 


s(t)- اوہ5‎ Q1 
8()- کو‎ (23 


na 720.8(f)2-16s 05 


5 тах 


26( التغيير السنوي في درجة الحرارة (ch) T‏ في ستاتن ايند هکن تقریبه با معادلة 


T - L4 20-3) 10 


حيث 7 ум‏ 0 = 7 تناظر أول ینایر. أوجد قیم تقريبية للمعدل الذي به درجة الحرارة في 
آول آبریل وف أول نوفمبر. في أي من شهور السنة یکون تغير درجة الحرارة آسرع ما يمكن. 
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27( شكل )149( یوضح ارتفاع وانخفاض مستوی Ш‏ في میناء طرابلس خلال 24 ساعة معينة. 
-Í‏ قرب مستوی سطح الماء У‏ بتعبیر على شکل 
.y = asin(bt +c)+ d‏ 0 = 1 تناظر منتصف اللیل. 
ب- آوجد سرعة ارتفاع سطح «Ш‏ عند الظهيرة. (الساعة 12 ظهرا). 


( ارتفاع الماء ) 


4 8 12 16 20 4 





شكل )149( 


28( السونامي هو موجة بحرية تنجم عن زلزال تحت سطح البحر Да‏ الذي حدث Š‏ شریط آسیا. 
هذه الموجات قد تصل لأكثر 100 قدم ارتفاعا وتنتشر بسرعات هائلة. هثل الهندسین 
السونامي معادلة على شکل 608/1 0 = .y‏ 


آفترض أن موجة ارتفاعها (قدم) 25 = h‏ وزمنها الدوري 30 دقيقة تنتشر بسرعة 180 
قدم/ثانیة. 
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1 إذا كان (x, y)‏ نقطة على الموجة المبينة في شكل (150). عبر عن y‏ كدالة في f‏ 
kus y 225 dle‏ 0 = /. 
ب- ما سرعة ارتفاع (أو هبوط) سطح الموجة عندما ft‏ 10 — 1 . 





شكل )150( 
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بند )4-6(: الانحناء CURVATURE‏ 

عندما تتحرك نقطة على منحنی Í‏ قد يتغير اتجاهها بسرعة أو ببطء على حسب ما اذا کان Г‏ 
ينثني بجدية أو بالتدریج. ولقیاس معدل انثناء أو تغير شکل النحنی l^‏ نستعمل مصطلح " 
الانحناء " أو " التقوس ". 

و هذا البند سوف نعتبر وحدة المتجه المماس ووحدة التجه العمودي على ال منحنى اللذان سیکونا 
бос‏ لناقشتنا مبدأ الانحناه. 

نفرض أن الجسیم كان عند لحظة معينة عند P Ав‏ . شكل )151( على المنحنى Г‏ وأن متجه 
الوحدة المماس عند هذه النقطة هو 7 يصنع زاوية ۷ مع المحور X‏ . وهو في نفس الوقت في 
اتجاه السرعة s(t) eue s(t)‏ موضع الجسيم على المنحنى عندئذ. العمودي على المنحنى عند 


Z А 
. 2۲ ویصنع زاوية و مع محور‎ Й اتجاهه هو‎ Š نرمز له 2۷ ومتجه الوحدة‎ Р 





شكل )151( 
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بعد زمن قدره Af‏ انتقل الجسیم إلى / تبعد Р‏ مسافة ÅS‏ على المنحنى ویصبح متجه 
الوحدة المماس Маш‏ £ أو ۸7 + 2 ва‏ زاوية AW‏ + ۷ مع المحور X‏ والعمودي 


N' ade‏ یصنع زاوية АВТАВ!‏ مع الحور .X‏ یتقاطع العمودان مع بعضهما في 
نقطة C‏ هي مركز الانحناء (التقوس) عند هذه النقطة Р‏ . ومن الشکل نجد أن 
As = pAt‏ 
CP = cP' eue‏ کاو هو نصف قطر Дога у)‏ 
ом‏ 
23 0 - 
АГ-»0 At‏ 
آو 
ds‏ | 
Рау‏ 
أ- فاذا كان المنحنى 1 معرف هعادلته الديكارتية. فان من شكل )152( وهو يكر اللسافة من 
تن ius P.‏ 
As? = Ax? + Ду?‏ 


2 2 
۸ 00 
y Ay dx dx 
آو‎ 
Ax ds _ 


dx 


X tan y - 7 WIS 
dx 


1+ y 


— > 


شكل )152( 
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2 
sec? yY df = a, بالتفاضلء‎ 
dx X 
dy 2 " 
—-—sec^ y = 
y у= у 
dy ۳ y" - y" 
dx 1۷ 1+7) 
اذن‎ 
دل‎ 1 
ju (ey? p 
dy y" 
3 
у" 
هو‎ P(x, y) عند نقطة‎ D للمنحنی‎ K تعريف: الانحناء‎ 
1 
pd ٤۶ 
p S 
O3] الانحناء (التقوس) هو مقلوب نصف قطر الانحناء‎ .. 
دوو‎ 
(yp 


ب- آما إذا كان النحنی معرف معادلتین بارامتریتین 
у = y(t) X= x(t)‏ فان 
As? = Ax? + Ду?‏ 
)6( )= )8 
01 01 01 


41 
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کذلك 











Y 
tany = — 
4 ах 
dw а?у а 
sec? y E ۔‎ 7. 0E : 
dt x t 
dv yx " yx 
dt y 
1+ (ап y (22 
x 
2 ух " Xy — yx 
22+ 32 ЕЕ 
dw ху - ух 
dt z+? 
_ ds/dt 
dy /dt 
1 
help 
Р OPE 
(2 + 2زر‎ [ 
3 
2. 2 
x + p 
دم‎ 2 
ند‎ - yx 
1 ني‎ 9-36 
(2 + y^p 


ج- مركز الانحناء (مركز التقوس) نجد من شکل )153( أن الاحداني «C ҺА) X‏ مركز لانحناء 


هو 
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X = х- psiny 
, "2 
y پر‎ ey?) 


Y = y+ pcosy 
ES 


n" 


Ү-у- 





Š 4035‏ الصورة البارمترية 


نجد أن 


شكل (153) 


y x AE E] 
Xy — yx 
ili + y? 
iy - ўї 
ومن الأبسط أن نكتفي بتذکر أن مركز الانحناء هو‎ 


Ү-уч 


c(x — psiny, y + рсоѕу) 


مثال (17): 
منحنی 1 аш‏ المعادلتان البارامتریتان = y = f x‏ ۸ € £. آوجد التقوس عند 
نقطة P‏ بارامترها 0.5 = Í‏ وأوجد مركز ونصف قطر دائرة الانحناء عند 0.5 = 7 على 


رسمة واحدة. 


الحل 
y(r)- 3 (t) 221‏ < 0.5)=1 2 (0.3)( 
2-(د 6٥‏ س()نز = د -(ک0)ف د3-(که)ز 
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puc gm. 


(2 t ylp 


3 

1-2 
16 

5 ә 


: 2118 51300 
96 


хас 


Y = y+ pcosy 


د نوب 
5 96 


0953-9 5910 
24 


c(- 0.531.167) ,‏ 
معادلة داترة لانحناء هي 
GERI‏ 
[i‏ رز د — + x‏ 

32 6 Sc 
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شکل )154( 


مثال (18): 
آوجد معادلة Буй»‏ تقوس النحنۍ 407 = y?‏ عند النقطة 20 = y‏ 
الحل 


y? = 4ax 


2yy'=4a > yed 
У 
2а 





Л q.d 
1 y y 
,_ -4* 
y 
۾ = ر‎ y'= یی 1= ایں‎ = 26 as 
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Е ССА р 


n" 


Y 


3 
p= 0 1۳ = 420 


2a 





نصف قطر الانحناء 442a‏ = |م| 


الإشارة السالبة تعني أن ا منحنى مقعر لأسفل, وهي نفس إشارة y"‏ 


tany =] > y سے‎ 2 


4 
X = psiny 
552 554 
2 
Y-y-pcosy 
1 
ا‎ 70 
2 


c(5a,-2a)‏ مرکز دائرة الانحناء 
معادلة دائرة الانحناءء 


(x + 5a) + (y+ 2af = 324? 
x? jy —10ax + 4ay - За? =0 
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تمارین )4-6( 
في التمارین من )1( dl‏ )15( آوجد 
أ- الانحناء عند النقطة Р‏ 
- مركز الانحناء 
у=2- A 82 ) a‏ 
y-cos2x, 23 1 (3‏ 
y =secx , P(7/3,2)‏ 


C 


x=t-1, ys Nt , P(3,2) 
x-t-l, мо + 4+3 , جوا‎ (6 
x-2t-t5, y 1-0, P(0) 
x-t-—smnt, y=1-cost, (2-11 


و 
9( اول دراک 36054 - بر x=2sint,‏ 
J (10‏ 
J (11‏ 


) (12 
) 


(13 


x = cos? (t), y= sin?(r) д: - 


y=sinx, PÍ 


. 41 7 
X = 0605] , دو‎ oc E (14 


3 
х= 51? ; y=8r- 7, p 2.2] (15 
44 
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6 آوجد نقط منحنى التي عندها الانحناء أكبر ما هکن, 
9х2 + 4y =36 j‏ ©- 236 2ر4 + 9x?‏ 
y = SIn x —‏ 


17( أوجد hä‏ على بیان العادلة المعطاة ينعدم عندها الانحناء. 
y-tanx хэ ух -12х2 4‏ 


y=2x - 3x2 -> +1=ر‎ S 


18( ثبت أن الانحناء في نظام الإحداثيات القطبية الستوية )7,0( هو 


2r'-rr'+ r dr d2r 
k= f r" = — 
sep a 
في التمارين من )19( إلى )20( وباستعمال نتيجة تمرين )18( أوجد انحناء النحنیات القطبية عند‎ 
Р(г,0) 
-а(-со80),0«0«2л (ә 
ү-8ш20,0-0-«2л (20 


à‏ التمارین من Q1)‏ إلى )24( آوجد مركز التقوس لنقطة Р‏ على بیان المعادلة امعطاة. 
P(M) о‏ نی 
P(L1)‏ , 
—cos2x, P(o, 1) оз‏ 
2Р , P(t « 1)‏ کا 


(22 


(24 
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بند (5-6): التقریب الخطي والتفاضلات 

]13 كان التغیر X‏ له قيم ابتدائية XQ‏ ثم تغبر إلى Хү‏ فان التغير أو الفرق X| — XQ‏ يرمز له 
Ax‏ دلتا (x‏ التغير المناظر à‏ قيمة y= f(x)‏ هو Р(х) f (xo)‏ ویرمز له 
Ay‏ 


.` لف: 
إذا کان y = f (x)‏ وکان للمتغیر X‏ قيمة ابتدائية Xo‏ تغيرت إلى XJ‏ فان 
Ax = XI — X0‏ 


والتغير المناظر في قيمة y‏ هو 





^ 
.Mpo يرمز لها‎ PO هي ميل الوتر‎ a بالرجوع إلى شكل )155( نجد أن النسبة‎ 
o3] 
Ay 
Mpo CE 
9l 
Ay = mpg Ax 


ونحن نعلم أن» AX = Xp - Xo‏ لذلك 13 علمت قيمة تقريبية مقدار Mpo‏ 56 
استنتاج Лу‏ و (т)‏ . سبق وعرفنا ميل المماس على أنه نهاية ميل الوتر (القاطع) ا مار من 
P‏ إلى ©. كما عرفنا ( f (xo‏ کرمز لهذه النهاية. 

أي أن Mpo‏ تقریباً يساوي f(x)‏ إذا كانت Хр‏ ليست بعيدة عن .X0‏ 
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فیکون لدینا 
Р(х) = f(xo)+ Ay‏ 
(xo (+ mpoAx‏ تح 


Гоа) (о) + f (xo Ax 


وهذه المعادلة 1252 من استنتاج قيمة تقريبية f(x)‏ باستعمال القیم املعلومة f (xg)‏ . 
(хо)‏ ولابد من التأكد على أن هذا التقریب آکثر مواءمة عندما تکون Хү‏ قريبة من 30ء 
وعندما یکون ایجاد (xg) (о)‏ أسهل من إيجاد f)‏ مباشرة واذا bal‏ توخي 
الدقة في هذه المناقشة علينا أن نعيد كتابة تعریف اطشتقة على النحو. 


f'(xo)7 lim f (xo + Ax)— f (xo) Ay 


= lim س‎ 


Ax—0 Ax Ax—0 Ах 
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' A ЭГ 
Бэ كما هو واضح في‎ fug) من‎ TE النسبة‎ os 0 من‎ АХ caius أي أنه‎ 


.)155( 
ol أي‎ 


Ay = f'(xo)Ax . ۱0 


مثال (19): 
Ул f(x) = 33+ casis‏ آوجد التقریب الخطي عند 6 — XQ‏ ثم استعمله 8 
حساب تقريبي للقیم 4/8„ 8.9 /. 9.3 قارن النتائج بالقيم التي تعطيها الآلة الحاسبة. 





1-2) 
f(x)» 39x 
"2 2 1 
جح كرام‎ 
«Хү - 6 وعندما‎ 
fe^. /(хо)-49:-3 
اذن‎ 
f(x) f (xo)+ (о )Ax 
fG) 3 1 (x-6) 
بح‎ 2 + — 
الآن‎ 


-f6)-2«2-283333‏ 4345 8ل 





48.9 = 3ل‎ 5.9 = f(5.9)= 2477 = 2.98333 
J9.3 2 43 6.3 = f (6.3) 245-305 














بالآلة الحاسبة بالتقریب الخطي الجذر 
2.828427 2.83333 48 
2.983287 2.98333 48.9 
J93 3.05 3.049590‏ 


dy التفاضلة‎ op «заз قابلة‎ f .y = f(x) تعریف: إذا كان‎ 
تعرف بالعادلة‎ dy معادلة‎ Әу 


dy = f'(x)Ax 





مثال (20): 

إذا كانت 5 - 2ر3 س پر 

dy و‎ Ax de آوجد معادلة‎ -Í 

ب- اذا تغيرت X‏ من 2 إلى 2.1 احسب كل من ау Ny‏ 
الحل 


y= f(x)23x* - 5 1 
Ay = f(x Ax)- f(x) 
= Bc Ax -sI- Bx? - 5) 
= 3x + 2xAx + Ax? ]- 5- 3x? +5 
= 6x(Ax)4- 3(Ax ۳ 
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آما 
dy = f (x )dx‏ 
f'(x)Ax‏ = 
6xAx‏ = 


Ax=0.] .× =2 ب- باستعمال‎ 
Ay = /)2.1(- £(2) 
Ay = 6x2 x0.1+ 3(0.1)? 
=1.2 +0.03 «1.23 
dy = (6x2y(0.1) 
dy =1.2 
لأقرب علامة عشرية واحدة.‎ 
dy - ۲ 
پلاحظ أنه هکننا كتابة‎ 
fox Ax) f(x) Ay 
به‎ f(x)* dy 
dy = f'(x)Ax 


مثال )21( 
آوجد بالتقریب الخطي التغير في 0 Sin‏ عندما تتغیر Ө‏ من 7/3 إلى 617/180 ثم 


أوجد تقرسا لقىمة in)‏ 
وجد تقریبا )43 180 
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الحل 
у= f(0)- sin0‏ 
dy = ХӨ‏ 


7 
۸6 - —— ۰.0 - 3 بوڈ‎ 
180 / um 


22000087 و 
180 2 


sin(0 + A0) — sin © + dy 


7+ ا اط 2 СЕЗ‏ 
3 180 


0.0087 + 0.8660 نج 
x 0.8747‏ 


القيمة الحقيقية من الآلة 4.4-1 0.8746 = و الخطاً لا يتجاوز 0.0001 
تقريبا. 


إذا كانت Ay‏ إلى التغیر في y‏ المناظر ل AX‏ فقد نعتبر AY‏ هو الخطأ في حساب ‏ الناجم 
عن الخطأ АХ‏ في قياس X‏ ويمكن تقریب Ay‏ ب dy‏ كما يلي 


Ay x dy = (2 Jas) 


فمثلا اذا کان vole‏ وتم قياس .X‏ على أن x —I12cm‏ بخطأ آقصاه 
7 فان الخطاً الناظر à‏ حساب Y‏ هو 
Ay = 4лх?Ах‏ 
4x (12 (+ 0.06) +109‏ = 
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цай! 2.‏ خطأ في حساب y‏ هو تقريباً 109cm?‏ . 
Ма‏ الخطأ یسمی Л‏ الطلق. Lİ‏ نسبة الخطأ ۳0.06 x à‏ بالنسبة إلى х-12‏ 
فیسمی الخطاً النسبي في قياس X‏ وبا مثل الخطاً النسبي Š‏ حساب Y‏ هو 


+ 
sq pa لي‎ 27 


(12) y 


تعریف: إذا كانت y = f (xX)‏ وتغبرت من 0 إلى Yi‏ بالتناظر مع 

تغيير X‏ من 20 إلى × فان: 

dy = f'(xg Ax ويقرب إلى‎ Ay = y| - Xo الخطأ المطلق‎ (1 
dy 


Ay ; 
— = dl الخطأ النسبي —— ویقرب‎ 2 
Уо Уо 


ФУ 10006 ویقرب إلى‎ АУ x 1009 эш! الخطأ‎ (3 


Уо Yo 





مثال (22): 

یتغبر حجم الغاز V‏ وع الضغط Las P‏ آدیباتیکیا تبعاً للعلاقة (ثابت = (РИ?‏ حيث 
1.4 = 7. فإذا كان حجم الغاز 2m?‏ والخطاً في حسابه هو 10cm?‏ آوجد الخطأين النسبي 
وا مٹوي في حساب الضغط. 

الحل 


За.‏ و انيور 
V? V^‏ 
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шиг: 
تھے‎ 
Р V 
у= 10 3 V -2nP uus 
10 
AV _ 10-6 
ү 
АР 14x5x1075 
й s 
الخطأ النسبي,‎ 
AP __ 710“ 
P 
الخطأ المئوي»‎ 


аг х 100% = —7 x 1074% 
= —0.0007% 
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في التمارين من (1) إلى (12) أوجد تقریباً لقدار (D)‏ كر عندما تتغير X‏ من a‏ إلى 2. 
نه 11+بر5 - Б-1.02.4-4 (х jr‏ 

b -3.98.a-4.f(x) - Зх? - 8x7 0) 
b=7.05 a =7 .f (x)= 3x41 (3) 
Б-1.02.4-1./(х)-х" (4) 

b -0.98 و,‎ =1 f(x) x (5) 

9л 7 . 
E = f (x)= 2sinx + cosx (6) 


b -44 а= 45° f(x ois و‎ (7) 


b -46 و,‎ = 45° . f(x 


) 

csc x — cot x — 
)=s 

) 


b=62° a =60° . f(x)=secx (9) 
b=28°.a=30° .f(x)= tan (10) 
۵-181 .a =180° . f(x) واي‎ (1) 
b -0.101.a 2 0.1 JG)-- (12) 


في التمارین من )13( إلى )18( أوجد: 

4 معادلة عامة لكل من dy AY‏ 

dy — Ay ddy Ay احسب‎ ۵ + Ax من 0 إلى‎ X ب- عندما تتغير‎ 
Ax--0242.a2242.y2x^-242x45 аз 
Ах-01.4--1.,у-х"-4 (14) 
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1 


Ax 2—0.03.a2l1.y = —— (15) 
1+ x 
Ах--0.02.4--2.у-4-9х (16) 
Ax . عند أي‎ y = 7× +12 (17) 
Ay=03_a=3.y= جل‎ (18) 
х 


في التمارين من )19( JI‏ )24( ]15 كان أكبر خطأ في قياس X‏ هو AX‏ استعمل التفاضلات لایجاه 
الخطاً النسبي والخطاً امثوي في حساب :У‏ 

Ax =+0.01 x 23.y 2 4x? (19) 

Ax 2 20.01 ر,‎ =1 y 2 3х“ (20) 


1 
Ах=+0.02.х=4.у=үх-= (0 
X 
Ах=+0.01.х=1.у=х?+5х (02) 
Ах-403.х-27.у-23/х (23) 
Ax-20.1.x 22.y 23x? - x (24) 


)25( إذا کان 12+ 63 = P‏ فأوجد dP‏ عند 8 ع £. 0.2 = .dt‏ 


I3] (26)‏ كان 402 2 y‏ والخطاً السموح به لا يزيد عن ما نسبته 0.08 ± في قياس 
X‏ . آوجد الخطاً النسبي والمئوي الممكن في У‏ 


)27( الساحة السطحية لأسطوانة مغلقة هي 10zr?‏ = 5 والخطأ المئوي السموح به S à‏ 


. نسبي مسموح به في‎ Ш يزيد عن 10%6 , آوجد آکبر‎ У 
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)28( إذا قذف جسیم من سطح الأرض بسرعة ابتدائية Vo‏ في اتجاه يصنع © درجة مع الأفقي 
сай ой‏ ارتفاع Цаг‏ إليه المقذوف هو Й‏ وأقصى مدى يصل إليه المقذوف على الأفقي 
هو R‏ حيث 
Yê sin р. 2û sina cosa‏ _ 

2g | 8‏ 
Са»‏ © عجلة الجاذبية الأرضية. فإذا كان 


h 


vo 2100 m/s (4354) , g —9.8m/ 52‏ 
وتغیرت а‏ من 30 إلى 30.5. استعمل التفاضلات لایجاد قیم تقريبية للتغير في 
RAJ‏ 


)29( الهرم الأكبر له قاعدة مربعة طول ضلعها 230M‏ . (آنظر شکل )156( ولایجاد قیم تقريبية 
لارتفاع وقف رجل عند منتصف آحد أحرف القاعدة ونظر لرأس الهرم فوجد أن زاوية 
الارتفاع هي 525 = . 
إلى أي مدی من الدقة يجب أن یکون قياس هذه الزاوية لكي یکون الخطاً في حساب Л‏ 


واقعاً بين 1- متر إلى 1+ متر $ 





شكل (156): تمرين )29( 
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بند (6-6): طريقة نیوتن- رافسون 

تبني طريقة نیوتن- رافسون, لایجاد تقریب للجذر "7" لدالة قابلة للاشتقاق J^ f"‏ فكرة أن 
الماس هو مستقیم قريب من المنحنى بالقرب من نقطة التماس. 

xe у= f(x) رس الخط للماس £ لبیان‎ T للجذر‎ X] ха илд الطريقة‎ odas d 
(157) ука آنظر‎ ( (xi, fa )) 





شکل )157( 


الخط المماس وبیان گر يجب أن يقطعا اللحور X‏ بالقرب من بعضهما OS‏ الخط المماس یظل 
قريب من بیان . ومن ثم Ше‏ تقریب جذر گر بایجاد جذر للخط المماس. ОУ‏ معادلة الخط 
ا مماس خطية ومن السهل حساب جذرها. 

ونستطيع أن نوجد آول تقريب ل گر باستعمال مبرهنة القيمة الوسطى التي تضمن وجود جذر 
في أي فترة (a, b)‏ إذا كان (شاري f(b) fla)‏ مختلفتين. 

لنعتبر المماس € لبيان گر عند )) 1( Qn, f‏ إذا كانت Хү‏ قريبة بالقدر الکاف من F‏ 
إذن» وکما هو واضح Š‏ شكل )157( تقاطع Ё‏ مع المحور X‏ أي Хә‏ يجب أن تکون تقریبا جيدا 
للجذر 7. وحیث أن ميل Í‏ هو f'(x)‏ فان معادلة المماس هي 
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y- f(x)» f(x x- x) 
у= Ü ضع‎ .X2 ولایجاد‎ 

0- f(x)» f' xx) 
ومنھاء‎ 
f(x) 
f(x) 





. (0 


—X1—‏ ود 


(3553 Xo Sg اکر‎ dall كران‎ cas فان پو‎ салаа وزو‎ ds 
وعلى ذلك فالتقریب الثالث هو‎ 
fea) . (0 


v P) 





X‏ = وال 


ونستمر Š‏ تكرار العملية حتی نصل للدرجة ا مطلوبة من التقریب. هذه الطريقة في استعمال تقریبات 
متتابعة من الجذور الحقيقية تسمی ib Jo‏ نیوتن- رافسون. 

طريقة نیوتن- رافسون 

لتکن ‏ دالة قابلة للاشتقاق. 7 هو جذر حقيقي لها. 


فإذا کان Xy‏ هو تقریب ل ۴ء فإن التقریب التالي )ېږ یعطی على النحو 


(0 


(xn) 
f(x.) 


Xn] = Xn 7 





يراعى أنه لیس من الضمون أن تكون 1× لكل تقریباً آفضل ل 7 عن X,‏ لكل . فإذا 
كانت (X‏ التقریب الأول ليست قريبة بالقدر الکاف من ۰7 فمن المکن أن یکون التقریب 
الثاني Хә‏ أسوأ من ×. وشکل )158( یوضح مثل هذه الحالة. فمن الواضح عند X, Хав!‏ أن 
gie gata J^ Qu, ) aso Y‏ 25523 ۶ اش 
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وسوف نتبع القاعدة التالية عند تطبیق طريقة نیوتن- رافسون, 
إذا كان ا مطلوب تقریب إلى K‏ من الأعداد العشرية, فاننا نكرر طريقة نیوتن- رافسون إلى أن نجد أن 
5,8 متتالیان متساویان تماماً في K‏ من الأعداد العشریة". 


Uo f) 





r X] 


شکل )158( 
y= f(x)‏ 
مثال (23): 
آوجد أكبر جذر موجب للمعادلة, 
x!-3x4120‏ 
لأربعة آرقام عشرية. 


الحل 
نفرض أن 
f(x)» х? -3х-1‏ 
نجد أن 
X 3 2 -1 0 1 2 3‏ 


f(x) -17 -1 3 1 1- 3 19 
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وملاحظة хөв‏ |شارات f(x)‏ نجد ој‏ للدالة f(x)‏ جذور 238 لول یقح 8 الفترة 
(1-,2 -). والثاني في الفترة )0,1( والأخير في الفترة )1,2( 

(12 نآ‎ зра ES SEA a ya. 

وملاعظة أن 1-|4/(1 3 = )2( | نستنتج أن الجذر الواقع بين 1 2 أقرب للعدد 1. 


نستطيع إذن أن نتخذ 
X] = 1:75‏ 
ولکن 
f'(x)2 3х? -3‏ 
إذن من معادلة نیوتن- رافسون 
хо ax wel‏ 
n‏ 
ا w‏ وا 3x 3x35 zy.‏ 
32-3 1 
2x, -1‏ 
Xn] = 2‏ 
cd‏ 
= )25 00 
= 7 
(1- )310.25 
x, =1.7222222‏ 
à‏ 


2(1.7222222y -1‏ ۔ 
ЭЭ‏ 
|1- )31.7222222 
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xs =1.5625908 
_ 2(1.5625908)y -1 
Он | 
3(1.5625908) -1 
x4 27 


بالمثل 
xs =1.5320888‏ 


x —1.5320888 


r=1.5321 


مثال )24(: 
أوجد تقریبا للجذر الحقيقي للمعادلة 
х-1-3с08Х-0‏ 














الحل 
نفرض أن 
f(x)» x + 1-0‏ 
7/3 7/6 0 
f(x) 2 -1.074 | 2‏ 
ЕТО ОРУК l‏ ہہ 
و AC‏ ریت 3 ‹ 6 
نعتبر 


xı = 7/3 =1.0472 
f'(x)=1+3sinx 
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х,-1-3со8х, 


Xn+1 = Xn — 
دول |“ لم‎ 
E اه رای‎ 1 
1 + 3 511 x, 
_ 3(x, sin х, Фсовх, )—1 
3511 x, +1 
7د د د‎ 
3-3 3 
х = m 
3sin— +1 
3 
3 2۷3 d -1 
6 2 


(2 +1 
2 


x = 0.8951155 
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تمارين )6-6( 


1( آوجد باستعمال طريقة نیوتن- رافسون قیم الجذور مقربة لأقرب 4 علامات عشرية, 


47,429 ۰5 , 4/3 


© قرب إلى آربع آماکن عشرية جذر المعادلة الواقع 3 الفترة املعطاة. 
٢‏ ]2[ , 1-0 رک +2x‏ بر 
x*-5x!42x-5-20,D3]  «‏ 

x «x?-9x-3-0, [- 2.-1] C 
sin 0 + 06050 = cos , [0.1] د(‎ 


RO a 4 
f (x)= х^ م11‎ - 44-24 å 
f(x)2x! -36x-84 ب)‎ 


4( آوجد омаду]‏ عشريين 


x'45x-320 جذر العادلة‎ Å 

2x? -10x? +11х-2=0 ما سار اف‎ 

ج) الجذر الموجب للمعادلة —2x-3cosx-0‏ 77 
I‏ 7 

cu цаас جذر العادلة‎ (> 
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في التمارین من )5( إلى )18( أوجد القیم التقريبية لجمیح الجذور الحقيقية للمعادلة مقربة لرقمین 
хї-240 6‏ 

x'-x-1320 6 

2072-1-0 0 

х7-2х24-4-0 (в 

x'42x?-8x-320 و‎ 

x'-3x-120 (о 

20-5-5110 = 0 (11 


x? - cos2x = 0 2 
x? =./x+3 (13 


14( 0- 7- یں 
1 
X^ + ۵091-9-0 (15‏ 
16( 6-0 ې 2X — 6x‏ 510 
NE EE.‏ 


шон -Хх-1 7 


2х5 +0.1х2 42x 40.920 هه‎ 
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تمارين عامة 
( آوجد من التعریف مباشرة الشتقة f(x)‏ 


f(x)- 2—5x (o f(x) Еш 0 


“2х241 


2( آوجد 282211 الأ وی 


fGx)2 31x? - 4x3 ب)‎ Ро) = 1 -x +۷ 





/)(-) - 2) 8 /0- a ج)‎ 
AME) e eie c 


f(x) بو مداد‎ ۱9-1 f(x)» k6 + | (3x + 21 G 


(s f(x)» бх? -2 2572030 
11-9 X 





3 آوجد النهاية إن وجدت: 





sin? x + sin 2 8g : 
lim (o lim — 0 
x0 3х 0-0 0 
. 77470 . 2008Х-43х-2 
im —— د(‎ lim ———— (ь 
0-:01- 0 x0 5x 


4( آوجد 282211 الأ وی 


f(x)» sin? ده‎ ۱ (o 4(х)-414с082х ا‎ 
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f(x)» x? cotx о f(x)» (secx + tan х) (= 
ko de sin 21 
h(x)- E x3 + sin 3 | (s s(t)- Tx oy он 
csct +1 
—sec5xtan5xsin5 س(‎ j 
f(x)=sec5xtan5xsin5x с flt) سے‎ G 


y(x)= Jsin Vx یا‎ — f(x)- "مه‎ (x) (b 


5( بفرض أن ابلعادلة تعين دالة قابلة لاشتقاق گر 9 y y‏ 
1+ 
Jy‏ 





(o 5 +2 y44y 7-00 
xy? -sin(x  2y) ج(‎ 


6( آوجد معادلة الماس والعمودي لبیان ‏ عند -Р‏ 


y 9 تی‎ 00р P(4,6) 


Jx 


7( أوجد نقط النحنی 226 008 — ×3 = y‏ التي عندها المماس عمودي على الستقیم 
2x + 47 = 5‏ (الاحداثیات X‏ فقط). 


۱ y" : у" ۱ y أوجد‎ (8 
х? +4ху- у? =8 (o у= 5х? +44/х 0 


dy — Ay . Ay . dy فأوجد‎ y = 32-7 كانت‎ 13] (9 


10( قيس ضلع مثلث متساوي الأضلاع فوجد 4 سم بخطأ آقصاه 0.03٥77‏ . استخدم التفاضلات 
لایجاد آقصی Ш‏ في حساب 421441 وأوجد قيمة تقريبية للخطاً المئوي. 
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1 إذا كانت g(x) 2 x? + 4x? + 2 Jf(x)2 220 e x - x41‏ 
استعمل التفاضلات لاستنتاج تقريب للتغير في (x))‏ )ع المناظر لتغير X‏ من 1- إلى 
1.01- . 


2 انا کان كرء © تحقق أن 1--)(7. 4-)2(/. 3--)8(2: 
g'Q)22 ۰ f'Q)- 2‏ . 1 -(2)"©. آوجد قيمة كل من ما xe db‏ 
2 : 
(fle) 4//8) 48) (f) Qf -32) «(2f -32)‏ 


3 آذکر ما ذا كان بیان له مماس رأسي آم حافة مدببة 2 


f(x)» 2) -8( -1 ب)‎ f(x)23(x41)5 -4 à 


4 قانون ستیفان وبولتزمان للطاقة الحرارية الشعة من وحدة مساحات سطح آسود درجة 
T ау‏ هو R -oT^‏ حیث R‏ معدل الاشعاع من وحدة اللساحات » K‏ مقدار 
ثابت. 13 كان الخطاً في قياس T‏ هو 0.6% فما هو الخطاً المئوي Š‏ قباس ۸ . 


15( مخروط داثري قائم ارتفاعه 8 قدم ونصف قطر قاعدته 7 يتزايد. آوجد معدل تغير مساحة 
سطحه Š‏ بالنسبة إلى 7 عندما (قدم 6 = 7). 


6 حوض ماني Re 10 dgb‏ ومقطعه عبارة عن شبه منحرف متساوي الساقین قاعدته السفلی 
Ха 3‏ والعلیا 5 متر وارتفاعه 2 “Хо‏ 
138 كان «Ш‏ پرتفع Jas‏ 1 متر/دقيقة عندما كان عمق ا ماء 1 متر. آوجد معدل دخول 
الماء إلى الحوض. 1 


17( استعمل طريقة نيوتن ورافسون یجاد جذر العادلة 0 = 7060527 - 81113 لأقرب ثلاثة 
آرقام عشرية. علماً بأن الجذر للطلوب بقع بين ۰7۳ 377/2 . 
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(18 


آوجد النهاية إن وجدت 
S5x + 11‏ 

۱م 2 

2x? + ۲-6 
x>3⁄2 4x? – 4х - 3 
lim 2 
x0* له‎ 

4 
lim (au) za 
и 0 и 
7 (2х-5)3х-7) is 
хэ-о (х-11Х4х-9) 
2 


ü 





x3 


=( 
ه) 


6 


lim 


(d 
xo(Q/3) 4 - 9x? 





(eo 


9 ارسم بیان الدالة ‏ واحسب النهایات الآتية 


lim bs - 44x? + x) 








x-2 
. X^ 16 
lim ج ےچ سے‎ 
x22x?-x-2 
8x?-1 
1m 
1/2<-د‎ 2-1 
lim 3 2 + 3 
x-3N x? + 7 
. 6-7х 
lim 


xo (3 + 2 


lim 


F)‏ را 





lim f(x). lim f(x). lim f(x) 
xoa xoa* xa 
3x x > 2 
/)(- (2 ( 
x? 2 > 2 
1 د,‎ > —3 
f(x)212-3x а= -3 ب)‎ 
i2 د و‎ > —3 
x? ,X <1 
f()=J2 х= а=1 ج)‎ 
4-x? د,‎ >1 
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0 باستعمال التعریف є‏ .5 آثبت أن 9 21)2- lim(5x‏ 
x6‏ 


21( آوجد الأعداد التي عندها ‏ غير مستمرة. 
2-6 2 
x + 6-2 : ۱‏ 
|- ابر SA‏ متسس اراد 
х. S‏ و د 


22( آوجد الأعداد التي عندها گر مستمرة. 


х)= 1 ب-‎ f(x)22x^ - Jx +1 E 





23( آثبت آن ‏ مستمرة عند 0: 


f(x)e 45x49 , а=8 


24( آوجد نقط عدم لاستمرار : 


و ے Л)‏ ب 2 го)=‏ 


X + ۲-1 X x pu 





25( آوجد القیم القصوی للدالة گر في الفترة المعطاة 
Ү(х)--х + 6-8 ; [L6]‏ 


26( أوجد الأعداد الحرجة للدالة گر ء 
f(x) = -(x + 2y + (3x - П)‏ 
27( استخدم اختبار المشتقة الأولى لایجاد القیم القصوی المحلية للدالة . ثم آوجد الفترات التي 


. متزايدة أو متناقصة ووضح بيان‎  اهیلع‎ 
f(x)» (4- x) x! (o f(x)» رف‎ + 9x +12 (i 
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28( استعمال اختبار الشتقة الثانية ما أمكن لایجاد القيم القصوی المحلية للدالة گر . آوجد 
الفترات التي یکون فیها بیان مقعر لأعلى أو مقعر JAM‏ وآوجد الإحدائي X‏ لنقط 
الانقلاب . ثم خطط بیان . 


)(- 3/8 -x 0 


Qo‏ إذا (x)= 2sin x = cos2x cats‏ ۰ آوجد القیم القصوی الحلية وخطط بیان 
f‏ للفترة 27 > × > 0. 





1 
70 x? +1 4 


30( خطط بیان الدالة الستمرة ‏ التي تحقق الشروط الآتية : 
,0-)7(2-)2-(/,2-)0 

(-2)-f (0)- f'(2) - 0; 

(x)» 0:)-2 > >ع‎ 0( ; 

'(x)« 0:۱: > 2 عاو‎ 20]; 
x)»0;x > -1 أو‎ 1«x«2]; 

x)«o exe ار‎ 12x22) 


31( القیم القصوی وبیان 7: 





х? + 2-8 3x? 
در‎ £M. fe9-— ( 
X9 9х —25 
х-3 
(х E EE NOU 
x^ -2x-8 


lš) (32‏ كانت Ү(х)-х +x «x41‏ > آوجد عدد C‏ يحقق مبرهنة القيمة 


المتوسطة على الفترة ]0,4[ 


33( منشور مسدس منتظم نصف قطره وحرف قاعدته R‏ ملحوم من أعلى مع 
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ثلاثة آوجه معينة الشكل متقابلة في رأس مشتركة كما في شکل )159( وقاعدة المنشور مفتوحة 


437 3 343 


۷٩ _ 2 و و 2۾‎ + R? csc 0 
3 R 2 


اثبت أن 9 تضل A‏ صغری uas‏ 54:7 0 . 


شكل (159): تمرين )33( 


R —‏ هما 


34( يرغب رجل لعمل سور حول حقل مستطیل إلى ثلاثة بقاعها مستطیلة daw‏ سورین موازیین لأحد 
الجوانب . فإذا کان قد حصل على 1000 Ze‏ سور فما هي الأبعاد اللازمة للحصول على 251 
مساحة . 


5 حديقة مستطيلة ومتصلة بعرضیها نصفی دائرتين ومحیطها 880 متراً ما هي الأبعاد التي 
تجعل مساحة الستطیل آکبر ما هکن . 

6 سلك طوله 5 Ze‏ يراد تقسیمه لجزئین احدهما یصنع منه ву!» (ар‏ 3019( يصنع منه مربع 
. آوجد طول كل من الجزئین بشرط أن یکون مجموع مساحتي الدائرة واطربع Ú‏ نهاية 
عظمی ب) نهاية صغری. 

37( تتحرك نقطة في خط مستقیم بحيث یتحدد موضعها عند أي لحظة Í‏ بالعلاقة 
)1+ 7م 2( =( اوعد de Ul‏ والعجلة عند 48-12 ۶ وافرخ 
حركة النقطة في الفترة [ 2,2 -] . 
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أجوبة التمارین العامة 





1 = 
= (2—5x) ب) و‎ а ба 
s (2x2 +1 
2(7х) 2х(-232| 
3 ب)‎ 7 5 O (2 
x2 - 4x+3J (+ +1) 
Aet) | -141x | 
(2 2 ,2[ bx? 5 1) | 
2م ه۱02‎ -1] 18x - 27+ 4( 3 12 7 
(i-es S(3x +2)!" 
x5 1f oc 2 (33x + 2023 ن(3+‎ 
(9х-1) (log? –139х+39) * 
2359 5 
(d х= 
24 Qu + 507и - 9? p ae 
2 
2-48 : ج)‎ 2 0d G 
12 2 ۰ 8 3 sin 2x А 
х sin 8х (< TT (Î (4 
5sec x(sec x + tan х) (> 


(cos Vx - sin X/x |сов х + sin Vz ) ; 
و‎ 
32 
csct(1 — cott + csct) 


10 tan 5xsec? 5x 2 
(cot t +1) 
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tan? (x Jsec? (x) 
4xy? -15x? 
12»? - 4x? y 
cos(x + 2y)- y 
2xy - 2cos(x + 2y) E 


2 


1] 3 


13 








40 دوه 2را _, 


(у-2ху 
600x 


(v-2x) 


cos yx 
44 xsin Jx 


1 
3 y+ 2) 5 


15x? 222 :30х- 


Мх 
, ۰.2 
y 1 بر‎ š 
y-2x 


m 


у = 


-3(Ах) . бхах . 6xAx + (Ax). و‎ 
1.5%. + 0.06/3 = +0.104ст? ao 


-0.57 (11 


—7.2 a 


13( 1( مماس )64( عند )1-4 -( 
4 2.4% 


АЕ‏ اھ 


ب) حافة مدببة عند )8-1( 


392 




















(15 


(16 


(17 


(18 


5 وہ‎ . 
— ft / min 
2 

qq s‏ رو 
—m 0‏ 
zm‏ 


4.493 


шагай ب)‎ 13 (i 


ه) 00 وا 3 


0 ) 
i 2 


19( |( 46 » غير موجودة 


1 


( 11 > 1- » غير موجودة 


=( 1 غير موجودة 
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7 


ا ې 
4a? G‏ 


—00 (4 








0,2 ب)‎ +4 å (21 

[-3,-2)U )-2,2( ب) [2,3) لا‎ R ú 2 
—1.618,0.618 (o —0.874,1.941 ) (24 
/)6(--8 дө. £ )3(=1 : عظمی‎ 5 


— «-1. -2 6 
3 
1 13 
(ee 7 )2 (28 E 7 
2 4 
1 
۳ 





П, о) متناقصة علی‎ {- о, عظمی: 3 = (70. متزايدة على‎ (o 
y 
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ies f'(2). f'"(0)- 0 siu d ов 
استعمل اختبار المشتقة الأولى‎ 
لتريك أنه لا يوجد قيم قصوى ء‎ 
)- 00,0) مقعر لأعلى على‎ 
و )2,00( . مقعر لأمفل‎ 
على )0,2( ء الإحداثيات‎ 
.2 لنقط الانقلاب هي 0 و‎ X 


ب) ها آن 0 > f'(0)-2‏ 
f(0)212 >.‏ 


التقعر لأعلى على )5 9-5[ 
٢ des‏ 
- التقعر Jà‏ على CES‏ 


1 
- الاحداثیات × لنقط الانقلاب هي 3> + 
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3 


2 
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عظمی : 0.08 )3/7 + fB‏ صغرى : 0.37 به 


2 2.27 
Ха 250х ga 125 (34‏ 
220 
35( نصف قطر نصف الدائرة M‏ — وطول الستطیل .220m‏ 
7 
(Í 6‏ استعمل كل السلك للداترة 


57 
ب) استعمل طول — = 2.2 قدم للدائرة والباقي للمربع. 
i 4+7‏ 


2 2 
37( )920-2 )3 $4 ري > الحركة لليسار على 


10-42) | («af 


(1-,2 7[ إلى اليمين على L1)‏ -) وا الیسار à‏ |12( 
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